HINH HOC A ) A
QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN

1.GAc giira hai dwong thiang
Tém tdt ly thuyét:
> Goc gitta 2 duong thang a va b 1a gdc gitra 2 duong thiang cat nhau a' va b' (a' song song hoic
trung véi a, b' song song hoac trung véi b). Ky hiéu goc gita a va b 1a (a,b).
(0° <(a,b) <90°%)
> Dé tim goc giira 2 duong thang a va b, ta tim diém O va tiép tuc véi 1 trong 3 trudng hop sau:
-Néu O thudc a, qua O ké duong thing b'//b. Khi d6 (a,b')=(a,b).
-Néu O thudc b, qua O ké a'//a. Khi d6 (a',b)=(a,b).
-Néu O khdng thudc a va khong thudc b. Qua O ké a'//a va b'//b. Khi d6 (a',b")=(a,b).
> Dé tinh goc, ta ap dung ti sé lwong giac ddi véi goc nhon trong tam gidc vudng. Con ddi Voi
tam giac thuong, ta 4p dung dinh Ii ham cosin. Chang han,dé tinh géc A cia tam giac ABC,ta
ap dung cbng thuc:
AB’ + AC* - BC?
2.AB.AC

BC? = AB? + AC? —2.AB.AC.cos A <> cos A =

Vi du 1: Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day la hinh vuong canh a, SA vudng goc véi AB, AC va AD,
SA=av/3, M Ia trung diém caa SA. Tinh géc giia cac duong thing:
a.SDvaBC b.SC va BM

Giai
a.BC//AD = (SD,BC) =(SD, AD) = SDA
Tam gidc SDA wvudng tai A. Do do ta co:
tnspA- 2 _3V8 _ 5 spa_ g
AD a
= (SD, BC) = 60°

b.Goi O 1a giao diém cua AC va BD. Suy ra O la
trung diém caa AC. Suy ra OM la duong trung
binh cua tam gidc SAC. Suy ra OM//SC.

OM //SC = (SC,BM) =(OM,BM).

Lwu y:Ta chwa két ludgn dwoc géc OMB la géc giita
SC va BM vi c6 thé géc OMB la géc tu.

-Dé tinh goc OMB ta dung dinh 1i ham cosin:

OB? =OM?* + BM? - 20M.BM.CosOMB
OM? +BM? -0B?
20M .BM

-BD la dudng chéo cua hinh vudng canh anén BD =ay2 = OB =a/2/2
-OM la duong trung binh ctaa tam giac SAC nén OM=SC/2

= cosOMB =




-Ap dung dinh Ii Pitago cho tam giac vudng SAC:

SC = /SA? + AC? =\/(a\/§)2 +(aJ§)2 —a5

:OM:a—5
2

- Ap dung dinh |i Pitago cho tam giac vuéng ABM:

2
BM =+AB? + AM?2 = az{a_*fJ _a7

2
kAR
2 2 2 \/§
= cosOMB = Zﬁﬂ =_7
22

= OMB ~ 32° = (SC,BM) ~ 32°

Luru y: Néu tinh ra OMB = ¢ >90° thi (SC, MB)=180° —«

Ap dung 1

1. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh vuong canh a, SA vudng goc vai AB, AC va AD, SA= a\/g,
M la trung diém cua SA. Tinh goc giira cac duong thang:

a.SDvaBC b.SC va BM
2. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuong canh 2a, SA vuéng goc véi AB, AC va AD,
SA=a6, M Ia trung diém cua SA. Tinh géc giia cac duong thing:

a.SDva BC b.SC va BM
3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh vuong canh a, SA vubng goc véi AB, AC va AD, SA=2a,
M la trung diém cua SA. Tinh goc giira cac duong thang:

a.SDvaBC b.SC va BM

Vi du 2: Cho tt dién ABCD c6 AB=AC=BD=CD=2a,BC=a, AD =a+/3.M, N lin luot 14 trung diém
cua BC, AD.
a.Tinh MN. b. Tinh (AB,CD)

Giai
A a. Tam giac ABC can tai A c6 AM la trung tuyén.
Suy ra AM la duong cao. Ap dung dinh i Pitago cho
tam giac vudng ABM:
AB’ = AM? +BM?
< AM? = AB* —BM?

a2 2215a2
2 4

a«15
2

< AM =




a/15

2
Vi AM=DM nén tam giac ADM cén tai M. Suy ra trung tuyén MN ciing 12 dudng cao.
Ap dung dinh li Pitago cho tam giac vuong AMN:

2 2
AM2:AN2+MN2®MN2:AMZ—ANZ:(a\f_SJ —(a*fJ ~3a? < MN =a/3

Cac tam giac ABC va DBC bang nhau nén DM = AM =

b. Goi Q 1a trung diém cia AC,MQ 1a duong trung binh cua tam giac ABC,NQ 1a duong trung binh
cua tam giac ACD.Suy ra MQ//AB,NQ//CD
MQ//AB

{NQ /ICD
Ap dyng dinh 1i ham cosin cho tam gidc MNQ:

MN? = MQ? + NQ* - 2MQ.NQ.Cos MQN
MQ? + NQ? - MN?

2MQ.NQ

MQ 1a duong trung binh cua tam giac ABC = MQ=a
NQ la duong trung binh cia tam gidc ACD = NQ =a

2
a’+a’ —(aﬁ) 1
2.4 T2
= MQN =120° = (AB,CD) =180° —120° = 60°

= (AB,CD) =(MQ, NQ)

= cosMQN =

= cOSMQN =

Ap dung 2

1. Cho tt dién ABCD c6 AB=AC=BD=CD=3a,BC=2a, AD =2a+/5. M, N lan lugt 1a trung diém cua
BC, AD.

a. Tinh MN. b. Tinh (AB,CD)
2. Cho tir dién ABCD c6 AB=AC=BD=CD=4a, BC=2a, AD =2a+/6 . M, N lan luot 1a trung diém cia
BC, AD.

a. Tinh MN. b. Tinh (AB,CD)
3. Cho tir dién ABCD c6 AB=AC=BD=CD=53,BC=2a, AD =3a+/3. M, N lan luot la trung diém cua
BC, AD.

a. Tinh MN. b. Tinh (AB,CD)



Vi du 3: Cho hinh chép S.ABCD, day 14 hinh vuéng canh a, cac canh bén déu bang av2. M, N Ian
lwot 1a trung diém cua SA, AB. Tinh goc giira cac duong thang:

a.SAvaBC b. MN vaCD c.SCvaDM
Giai
a.
BC//AD = (SA, BC) = (SA, AD)
MN la duong trung binh cta tam giac SAB
— MN =a\2/2
AM =SA/2=a\2/2,AN=AB/2=a/2
Ap dung dinh 1i ham cosin cho tam giac
AMN:
AM? = AN? + MN? —2AN.MN.Cos ANM

AN?+MN? - AM?

— cos ANM =
2AN.MN
a
AN AN 5 1
2AN.MN  2MN Zaﬁ 22
)
= ANM =~ 69°

= (MN,CD) ~ 69°

b. AB//CD = (MN,CD) =(MN, AB)
Ap dung dinh 1i ham cosin cho tam giac SAD:
SD? = SA” + AD? — 2SA.AD.Cos SAD
SA’+AD’-SD*> AD?> AD a 1

= C0SSAD = = = = =
2SA AD 2SAAD 2SA 2a2 22

= SAD ~ 69’
= (SA,BC) = 69°
.
OM la duong trung binh cta tam giac SAC nén OM//SC= (SC,DM) =(OM, DM)
Ap dyng dinh 1i ham cosin cho tam giac ODM:
OD?=0M?+DM? -20M.DM.CosOMD
OM?+DM?-0D? DM
20M.MD  20M
’ OM =SC/2=a\2/2
Ap dung dinh 1i ham cosin cho tam gidc ADM:
DM? = AD? + AM? —2AD.AM.Cos DAM

= cosOMD =

2 2 ep2
cos DAM =cos DAS = AD” + AS” —SD = AD & _ 1
2AD.AS 2AS 2a\2 22
2
:>DM2=a2+[aﬁJ —2a,aﬁ_ 1 =3’ u ]
2 2 242 :>COSUMD:—\/_ :T
=DM =a 2a~2 2

2
— OMD = 45" = (SC,DM ) = 45"



Ap dung 3
1. Cho hinh chép S.ABCD, day 1a hinh vudng canh 2a, c4c canh bén déu bang 4a. M, N lan luot Ia
trung diém ciia SA, AB. Tinh goc giira cac dudng thang:
a. SAvaBC b. MN va CD c. SCva DM
2. Cho hinh chép S.ABCD, d4y 1a hinh vudng canh 3a, cac canh bén déu bing 4a+/3. M, N Ian luot 1
trung diém ciia SA, AB. Tinh goc giita cac dudng thang:
a. SAvaBC b. MN va CD c. SCva DM
3.Cho hinh chép S.ABCD, déy 1a hinh vudng canh a, cac canh bén d&u bing av5. M, N I4n luot Ia
trung diém cua SA, AB. Tinh g6c giita cac duong thang:
a. SAvaBC b. MN va CD c. SCva DM

Bai tdp 1

1. Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh vudng canh a, SA vubng goc véi AB, AC va AD,
SA=2a+/6 , K I trung diém cua SA. Tinh:

a(SD,BC)  b(SB.CD) c.(DKBC) d.(SDAB) e(DKAB) f.(BK,SC)
2. Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh vuoéng canh 2a, SA vudng goc vai AB, AC va AD,
SA=a6, M Ia trung diém cua SA. Tinh:

a.(SD,BC)  b.(SB.CD) c.(DK,BC) d.(SD,AB) e.(DK,AB) f.(BK,SC)
3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuong canh 3a, SA vuéng goc véi AB, AC va AD,
SA=2a4/3, K 14 trung diém cua SA. Tinh:

a.(SD,BC)  b.(SB.CD) c.(DK,BC) d.(SD,AB) e.(DK,AB) f. (BK,SC)
4. Cho hinh chép S.ABCD, day 1a hinh vuéng canh 2a, céc canh bén déu bang av10. M, N Ian luot Ia
trung diém cia SA, AB. Tinh:

a. (SABC) b.(SC,AB) c.(SC,BD) d.(SD,AC) e.(MN,CD) f.(MN,AD)

g. (CM,AD) h.(BC,DN) i.(AD,CN) j.(SC,DM)
5. Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day la hinh vuéng canh a, SAB = 60°, SC = a«/§ , SA=2a, M la trung
diém cua SA. Tinh:

a.(CD,BM) b.(CM,AD) c.(AD,BM)
6. Cho tir dién ABCD Ia tir dién déu, canh a+/3 . Goi M, N 1an luot 12 trung diém cia AD, BC. Tinh:

a. (AB,CD) b.(AB,CM) c.(AN,CD) d.(AN,BD) e.(AB,DN) f. (AC,DN)

g. (MN,AB) h. (MN,AC)



2.Duidng thang vubng goc véi mt phing
Tom tat ly thuyet: » 7 ’
» Dinh nghia: Buong thang d duoc goi la vudng goc vai mat phang (P) néu d vudng géc véi moi
duong thang nam trong (P). Ky hiéu: d L (P)
> Dinh li: Néu duong thang d vudng goc voi hai dudng thang cat nhau nam trong (P) thi d vubng
goc véi mat phang (P).
dlac(P)
dlbc(P)=d L(P)
anb={M}

Vi du 4: Cho hinh chép S.ABCD c6 day 14 hinh vudng, SA vudng goc véi day, H 1a hinh chiéu vubng
goc cua A trén SB. Chirng minh:

a.BC L (SAB) b. AH L (SBC) c. BD L (SAC)
Gial
S SA 1 (ABCD)
a. = SA L1 BC
BC < (ABCD)
ABCD la hinh vuéng= BC L AB
BC L SAc (SAB)
BC L AB  (SAB) = BC L (SAB)
SANAB ={A}
AH L (SBC)
: = AH 1 BC
D BC < (SBC)
AH 1 SB c (SBC)
AH 1 BC = (SBC) = AH L (SBC)
SBNBC ={B}
SA L (ABCD)
: = SA 1 BD
BD < (ABCD)
BD va AC la 2 duong chéo cua hinh vubng= BD 1L AC
BD L SAc (SAC)
BD L AC = (SAC) = BD L (SAC)
SANAC ={A}

Ap dung 4

1. Cho hinh chép S.MNPQ c6 day 1a hinh vudng, SM vudng goc véi day, H 1a hinh chiéu vudng géc
caa M trén SN. Chung minh:

a. NP L (SMN) b. MH L (SNP) c. NQ L (SMP)
2. Cho hinh chép S.ABCD c¢é day la hinh vudng, SA vudng goc véi day, H 1a hinh chiéu vudng goc
cua A trén SD. Chang minh:

a.CD L (SAD) b. AH L (SCD) c. BD L (SAC)
3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh vudng, SA vudng goc véi day, K 1a hinh chiéu vudng goc
cua A trén SB. Churng minh: a.BC L (SAB) b. AK L (SBC) c. BD L (SAC)



Vidu5
Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh vudéng canh a, H 1a trung diém cua AB, SH vudng goc véi day
va SH=2a, K 1a trung diém cua AD, E Ia hinh chiéu vuéng géc cua H trén SB.

a. C/m: AC L (SHK) b. C/mSB L (OHE) c.Tinh (SK,AC)
Giai
g SH 1 (ABCD)
‘ a. —=SH 1L AC
AC — (ABCD)

ABCD la hinh vuéng= BD 1. AC
HK la dtb coa tam gidc ABD nén
HK//BD.Do d¢6 HK L AC

AC L SH c (SHK)
AC L HK — (SHK) = AC L (SHK)
SH NHK ={H}
SH 1 (ABCD)
' {BC — (ABCD)
BC L SH — (SAB)
BC L AB c (SAB) = BC L (SAB)
SHNAB={H}
= BC L SB(SB c (SAB))

= SH 1 BC

Ma OH//BC nén OH 1 SB
E 13 hinh chiéu vuong géc cua H trén SB nén OE L SB
SB L OH c (OHE)
SB L HE  (OHE) = SB | (OHE)
OH AHE ={H}
c.Taco:

AC L (SHK) .
— AC 1 SK = (SK, AC) =90
SK < (SHK)

BD va AC la 2 duong chéo cua hinh vuéng= BD L AC
BD L SAc (SAC)
BD L AC c (SAC) = BD L (SAC)
SANAC ={A}
Ap dung 5
1. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day 1a hinh vudng canh a, E 1a trung diém cua AB, SE vudng goc véi
day va SE=2a, F la trung diém cua AD, K 1 hinh chiéu vudng gdc cua E trén SB.
a. C/m: AC L (SEF) b. C/mSB L (OEK) c. Tinh (SF,AC)
2. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuéng canh a, M 1a trung diém cua AB, SM vudng goc voi
day va SM=3a, N 1a trung diém ctua AD, E 1 hinh chiéu vudng gdc ciia M trén SB.
a. C/m: AC L (SMN) b. C/mSB L (OMK) c. Tinh (SN,AC)
3. Cho hinh chop S.ABCD c6 day 1a hinh vudng canh a, H 1a trung diém cua AB, SH vudng goc voi
day va SH=2a, E 1a trung diém cua AD, K Ia hinh chiéu vuéng gdc cua H trén SB.
a.C/m: AC L (SHE) b. C/mSB L (OHE) c. Tinh (SE,AC)



Bai tap 2
1. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 13 hinh vudng, SA vudng goc v6i day, H 1a hinh chiéu vubng goc
cua A trén SD. Chuang minh:
a.CD L (SAD) b. AH L (SCD) c. BD L (SAC)
2. Cho tir dién ABCD c6 AB vudng goc véi mit phang (BCD), tam giac BCD vudng tai C.
a. Chang minh CD L (ABC) b. Ching minh tam giac ACD vuéng.
c. BK la duong cao tam giac ABC. Chiing minh BK L (ACD)

3. Cho hinh chép S.ABCD, day la hinh vudng canh a va SA vudng goc véi day, SA= a\/§ .Chirng
minh:

a. BC L (SAB) b. BD L (SAC) c.Tinh (SA,CD)
4. Cho hinh chép S.ABCD, day la hinh thoi tam O, SA=SC, SB=SD.

a. Chang minh SO L (ABCD) b. Chirng minh AC L SD
5. Cho hinh chdp S.ABCD, day 1a vudng tam O, SA vudng goc véi ddy. Goi H,K lan luot & hinh
chiéu vudng goc caa A trén SB, SD. Chang minh:

a.BC L (SAB),CD L (SAD), BD L (SAC) b. AH L SC

c. SC L (AHK) d. AK L (SAC)
6. Cho tir dién OABC c6 OA, OB, OC d6i mot vudng goc. H 1a hinh chiéu vudng goc caa O trén
(ABC). Chang minh:

a. BC 1L (OAH) b.H Ia tryc tdm cua tam giac ABC

1 1 1 1

C. = + +
OH? OA* 0B®* OC*?

7. Cho hinh chép S.ABCD, ddy 14 hinh chir nhat,SA vudng gdc véi day, AE, AF lan luot 1a dudng cao
cua tam giac SAB va tam gidc SAD. Chang minh SC L (AEF)
8. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh vudng canh a, H 1a trung diém cuia AB va SH vubng goc voi
day, SH=2a. K 1a trung diém cua AD va E Ia hinh chiéu vuéng goc cua H trén SB.

a. Ching minh AC L (SHK) b. Chiang minh AC L (SHK)

c. Tinh goc gitra SK va BD d. Tinh goc gitta SD va BC.
9. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh chir nhat, tam gidc SBC vudng tai B, tam gidc SCD vudng
tai D.

a. Chang minh SA 1 (ABCD)

b. Qua A ké dudng thang vudng goc voi AC,cat CB tai | va cat CD tai J. H 1a hinh chiéu vuéng
g6c cua A trén SC. Goi K, L lan luot 1a giao diém cua HI, HJ véi SB, SD. Ching minh AK vudng goc
véi (SBC) va AL vudng goc véi (SCD).



