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| 1 i HIEU DUNG TRONG SACH

ﬁ Phan hoat dong cta hoc sinh.
Tuy déi tuong cu thé ma gido vién st dung.
® K&t thuc phan chiing minh.

Ban quyén thudc Nha xuét ban Gido duc — Bo Gido duc va Dao tao
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UNG DUNG DAO H/
DE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO

Su dong bién, nghich bién cia ham sé
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Tiém céan
Khao sat su bi€n thién va vé dé thi cia ham s6
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sU PONG BIEN, NGHICH BIEN
CUA HAM SO

I - TINH DON PIEU CUA HAM SO
A
TU @6 thi (H.1 ; H.2) hay chi ra cac khodng tang, gidm clia ham s6 y = cosx trén

3 , 5
doan {—g : —27—1—} va clia ham s6 y =[x trén khoadng (o ; + ).
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Hinh 1 Hinh 2

1. Nhéc lai dinh nghia

K{ hiéu K 12 khoang hoac doan hoac nita khoang. Gid st ham s6 y = f(x)
xdc dinh trén K. Ta noi

Ham s6 y = f(x) dong bién (tang) trén K n€u v6i moi cap

X1, X, thuoc K ma x; nho hon x; thi f(x) nho hon f(x,), tic 1a
x < X = flx) <f(xp);

Ham s6 y = f{x) nghich bién (giam) trén K néu v6i moi cap xj, x;

thuoc K ma x;nhd hon x, thi £(x;) 16n hon f(x,), tic 1a

X1 < Xy :)f()(l) > f(X2)




Ham s6 dong bién hodc nghich bién trén K dugc goi chung la
don diéu trén K.

NHAN XET. Tir dinh nghia trén ta thay

f(xp) = fx)

.X2 = .\,'l

a) f(x) dong bién trén K < >0 Vx, xp ek

(x # X5 )3

f(x) nghich bién trén K < MQ <0 Vx, xpek
.)Cz = .\'l

(X # xp).

b) Néu ham s6 déng bién trén K thi dé thi cta né di lén ﬁx trai

sang phai (H.3a) ;

Néu ham s6 nghich bién trén K thi do thi cia né di xudng tix
trdi sang phai (H.3b).
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Hinh 3
2. Tinh don diéu va diu cda dao ham
R
Xét cac ham s6 sau va d6 thi clia chung :
x? 1
a) y=-"—(H.4a) b) y== (H.4b)
2 x
x | -0 0 +00 X | —o0 0 +00
¥ Yy
y 0 y |0 400
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a) b)
Hinh 4

Xét ddu dao ham ctia mdi ham sé va dién vao bang tuong ing.
Tt d6 hay néu nhan xét vé méi quan hé gilra su dong bién, nghich bién cla
ham sé va dau ctia dao ham.

Ta thira nhan dinh 1 sau day.

DINH Li
Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén K.
a) Néu f'(x) > 0 véi moi x thuoc K thi ham s6 f(x) déng bién
trén K.
b) Néu f'(x) < 0 v6i moi x thuoc K thi ham s6 f(x) nghich
bién trén K.

Toém lai, trén K
f'(x) > 0= f(x)déng bién
f'(x) < 0 = f(x) nghich bién.

Vi du 1. Tim cic khoang don diéu ctia ham s6 :

a)y= 2 +1 ; b) y = sinx (trén khoang (0 ; 2mn)).
Giai
a) TXD : R.
Tacéd y' = 8x>. Bang bién thién
X |-oo ‘ 0 +00
y’ - 0 +




A

Vay ham s6 y = 25t +1 nghich bién trén khoang (- ; 0), déng bién trén
khoang (0 ; +).
b) Xét trén khoang (0 ; 27), ta c6 y' = cos x.

Bang bién thién

T 3n
0 s o 2
X 5 > T
y' =cosx + 0 - 0 +

i 0/1\ 1/0

Vay ham s6 y = sinx déng bién trén ciac khoing (0 : -gj va(zn- 3 211),

nghich bién trén khoang (g : %) 1

3

Khéng dinh ngugc lai véi dinh Ii trén c6 dung khéng ?
NGi cach khac, néu ham sé déng bién (nghich
bién) trén K thi dao ham cla n6 c6 nhét thiét phai
duong (&m) trén d6 hay khoéng ? 0 X

Chéng han, xét ham s6 y = x> (H.5).

Hinh 5

CHU Y
Ngudi ta di chiing minh dinh 1i m& rong sau day.
Gia st ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén K. Néu f'(x) >0
(f'(x)£0) Vx e Kva f'(x) =0 chi tai mot s6 hitu han diém
thi ham s6 déng bién (nghich bién) trén K.

Vi du 2. Tim céc khoang don diéu chia ham s6 y = 2x> + 6x2 + 6x — 7.

Giai. Ham s6 da cho x4c dinh v6i moi x € R.

Tacédy = 6x% +12x + 6 = 6(x + 1)2.




Dodbéy =0 < x=-1vay >0 véimoix=-l.
Theo dinh 1i trén ham s6 luén luoén dong bién.

Il - QUY TAC XET TINH DON PIEU CUA HAM SO

1. Quy tic
1. Tim tap xdc dinh. Tinh f'(x).
2. Tim cé4c diém tai d6 f'(x) bing 0 hoac f'(x) khong x4c dinh.
3. Sdp x&p céc diém do theo thi tu ting ddn va 1ap bang bién
thién.
4. Néu két luan vé céc khoang déng bién, nghich bi€n ciia ham s6.
2. Ap dung

Vi du 3. Xét su dong bién, nghich bién ciia ham s6

Gidi. Ham s6 x4c dinh véi moi x € R. Ta cé

9 X = —'1
y=x"-x-2,y=0&
X =2,
Bang bién thién
X |- -1 2 +00
y' + 0 - 0 +
19 +00
y / 6 \ 4 /
—0 _g

Vay ham s6 dong bién trén cdc khoang (- ; —1) va (2 ; +), nghich bién
trén khoang (-1 ; 2).




x—1

Vidu 4. Tim céc khoang don diéu chia ham s6 y =

x+1
Gidi. Ham s6 x4c dinh véi moi x # —1. Ta ¢é
, (x+D=-(x-=-1 2
y = 2 2
(x+1) (x+1

y' khéng xac dinh tai x = —1.
Bang bién thién

X | —o0 -1 +00

y' + +

y +00 1

1/ —oo/

Vay ham s6 dong bién trén cdc khoang (—o0 ; —1) va (=1 ; +o0).

Vidu 5. Ching minh rang x > sinx trén khoang (O : g) bang cach xét
khoang don diéu ctia ham s6 f(x) = x — sin x.

Giai. Xét ham s6 f(x) = x — sin x (O <x< g) ,tacod

f'(x)=1-=cosx 20 (f(x) =0 chi tai x = 0) nén theo chu y trén ta c6 f(x)
dong bién trén nira khodng {0 : g) .

Do d6, v6i 0 < x < g ta c6 f(x) = x — sinx > f{0) =0

hay x > sinx trén khoang (O ; gj

Bdi tap
Xét su dong bién, nghich bién clia cdc ham s6 :
a)y=4+3x—x2; b)y=%x3+3x2—7x—2;
c)y=x4—2x2+3; d)y=—x3+x2—5.
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Tim cac khoang don diéu cuia cdc ham s6 :

2
3x+1 x° =2x
a)y= : b) y = ———3
1—x 1—x
[ 2
c)y= x> -x-20 ; d)y= 2x
x“ =9

Ching minh rdng ham s6 y = déng bién trén khoang (-1 ; 1) ;

x°+1
nghich bién trén cac khoang (-0 ; —1) va (1 ; +o).

Ching minh rdng ham s6 y = 2x — x? dong bién trén khoang (0 ; 1) va
nghich bién trén khoang (1 ; 2).
Ching minh c4c bat ding thitc sau :

3
a) tan x > x (O<x<£); b)tanx>x+£—- (0<x<£].
2 3 2

BAI POC THEM

TINH CHAT DON PIEU CUA HAM SO

Diéu kién da vé tinh chat don diéu cha ham sé dugc ching minh dua vao dinh li
sau day.

DINH Li LA-GRANG

Né&u ham sé y = f(x) lién tuc trén doan [« ; b] va c6 dao ham trén
khodng (a ; b) thi tén tai mot diém ¢ e (a ; b) sao cho

fb)=f(a)=f'(c)(b—a)

hay Fitey= f(h)-f(a) :
b-a
yﬂ
M|r1h hoa h|rl1h hoc : ’ fib)
NEu ham s6 f(x) thod man cac gia thiét cla flc)

dinh li La-gréng thi trén dé thi tén tai diém
C ma ti€p tuyén tai d6 song song véi day
cung AB (H. 6). fa)

Hinh 6 0




HE QUA

Néu F'(x) = 0 v6i moi x thudc khodng (a ; b) thi F(x) bdng hing s&

trén khodng d6.
Chung minh. Xét diém c6 dinh Xy €(a; h).V6i mdi xe(a;b), cac gia thiét cla
dinh Ii La-gréng dugc thod man trén doan [x,;.x] (ho#c[x; xy1). Do dé6 ton tai
diém c€(xy; x) (hodcce e (x; X;)) sao cho F(x)—F(.\‘O)=F'((')(,\'—xo). Vi ce(a;b)
nén F'(c)=0. Vay

F(x)-F(x))=0hay F(x)= F(x,) = const

trén toan khoang (a ; b).

DINH Li

Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoang (a ; b).

a) Néu f(x) > 0 v6i moi x € (a ; b) thi ham s6 f(x) déng bién trén
khoang d6 ;

b) Néu /" (x) < 0 véi moi x € (a ; b) thi ham s& f{x) nghich bién
trén khoang do6.

Chung minh. L&y hai diém bat ki X, Xy (x; <x,) trén khodng (a ; b). Vi fix) c6 dao
ham trén khoang (« ; b) nén f(x) lién tuc trén doan [x;; x,] va co dao ham trén khoang
(.\‘1 y Xy ).

Theo dinh li La-grang, t6n tai mot diém ce(x; x,)<(a;b) sao cho
f(x)=f(x)

.\’2 - X 1

f'e)= .Tudbé suyra:

a) Néu £'(x) > 0 v8i moi x € (a ; b) thi () > 0 nén f(x,)> f(x,). Do d6, f(x) déng
bi€n trén khoang (a ; b).

b) Néu f(x) < 0 v6i moi x e (a ; b) thi f'(¢) < 0 nén f(xy) < f(x;). Do d6, flx)
nghich bién trén khoang (a ; b). ]

BAN CO BIET

LA-GRANG (J. LAGRANGE)

La-grang la nha toan hoc Phéap, xuét than trong mét gia
dinh giau c6, nhung trd nén khanh kiét khi 6ng tudng nhu
sap dugc thira ké gia san. Tuy nhién, vé sau 6ng xem tai
hoa nay 1a mét diéu may man.

J. Lagrange
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Ong néi : "Néu dudc thira ké moét tai san thi chic 1a téi khong danh ddi minh cho
toan hoc".

Ong ndi La-grang 1a ngudi Phap, ba néi la ngudi a-li-a. Ca gia dinh 6ng dinh cu & Tu-rin
(thQ phti clia x(r Pi-e-mong (Piémont) thudc I-ta-li-a).

La-grang dudc clr lam gido su toan hoc & Truong Phao binh Hoang gia Tu-rin
nam 19 tudi. T4t ca cac hoc trd déu I16n tudi hon éng. Cung v6i nhitng hoc trd uu
ta clla minh, La-grang da lap ra Hoi nghién ciu, tién than cda Vién Han lam khoa
hoc Tu-rin. Tap bao cao dau tién cia Ho6i xuat hién nam 1759 khi éng 23 tudi.
Phan 16n nhiing céng trinh t6t nhat cong bé trong tap san dau nay la cla La-grang,
dudi nhiéu but danh khac nhau.

& tudi 23, La~graing duoc coi 1a nha toan hoc ngang hang véi nhiing nha toan hoc 16n
nhat thai bay gid 1a G-le (Euler) va cac nha toan hoc ho Béc-nu-li (Bernoulli).
Theo 15i gii thiéu ctia O-le, ngay 2-10-1760, khi méi 24 tudi, La-grang dugc bau
lam Vién si nu6c ngoai clia Vién Han lam khoa hoc Bec-lin. V& sau, O-le va
Da-lam-be (d'Alembert) con van déng vua nuéc Phé mdi La-grang sang Béc-lin
lam nha toan hoc cla Triéu dinh.

Nam 1764, luc 28 tudi, La-grang dudc giai thudng I6n vé bai toan binh déng cuia
Mat Trang (la bai toan Ii gidi vi sao khi chuyén déng, Mat Trang ludn ludn quay
mot mat vé phia Trai Dat).

Cac nam 1766, 1772, La-grang lién ti€p nhan dugdc cac giai thudng cla Vién Han
lam khoa hoc Pa-ri vé cac bai toan 6 vat thé, 3 vat thé.

Ngay 6-11-1776, La-grang dudc vua nudc Phd - "vi vua I8n nhat chau Au" - don
tiép ndng nhiét va dugc clr lam Giam déc Ban Toan Li cGa Vién Han lam Bec-lin.
Nam 1787, Hoang gia va Vién Han lam Pa-ri dén ti€p ndng hau nha toan hoc 16n
La-gréng tré vé va cdp cho éng mét can hd day du tién nghi trong dién Lu-vra
(Louvre, nay la vién bdo tang I6n & Pa-ri).

Nam 1788, & tudi 52, 6ng céng bé kiét tac ctia ddi 6ng, bd "Ca hoc gidi tich", dé
tai ma 6ng ap G tir lac 19 tudi.

Nh& su can thiép cua La-grang, ngudi ta da khong thira nhan 12 thay cho 10 dé
lam co s6 cho mét hé.

Ong lap gia dinh hai Ian. Ba vo dau mat sém vi dau yéu. G tudi ngoai 50, La-gréng
séng co don, sau muén. Nam 56 tudi, dng dugc mét thi€u nit, con gai ban éng la
nha thién van hoc Lo-mé-ni-& (Lemonier), yéu va ngd Idi muén két hon vdi 6ng.
La-grang nhan 16i. C6 da danh ca cudc ddi tré trung, tuci dep clia minh dé cham
s6¢c 6ng, kéo 6ng ra khdi u sdu, thic tinh noi éng long ham séng. Ong yéu tha
thiét va cam thay khd s& mébi khi phai tam xa ba. Ong khang dinh réng ba vg tré
diu dang, tan tuy la giai thudng quy bau nhat trong moi gidi thudng clia doi 6ng.
La-grang dudc toan thé nhan dan Phap tén vinh. Cé lan, Ta-lé-grang (Tallegrand), mét
vi tuéng, da néi véi cha cla La-grang : "Con 6ng, ngudi con cGa nhan dan Phép, sinh
ra & Pi-6-mong, da lam vinh du cho toan thé nhan loai bdi thién tai ctia minh".

La-grang mat ngay 10-4-1813, tho 77 tudi.




CUC TRI CUA HAM SO

I - KHAI NIEM CUC PAI, CUC TIEU

1
2 Z%Dl:fa vao dé thi (H.7 ; H.8), hay chi ra diém tai d6 cac ham s6 sau co gia tri I6n nhat
(nhd nhat) :

a) y= —aB ] trong khoang (—oo ;+oo) ;

X 2 4 2 13 N 3 j
b) y==(x-3)" trong cac khoadng | —: = | va —:41.
) 320637 vong cacheing 12 v 2

yA
y
1
/ \ P IR E N
-1/ 0 1 x 3 P
Qf=rr- 1 .4 8 3 4 x
2 2
Hinh 7 Hinh 8
Xét dau dao ham clia cac ham s6 da cho va dién vao cac bang du6i day.
X | —o 0 +00 x | -0 1 3 +00
Y Y’
¥ 1 y 4 +00
—0 —0 —00 0
DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh va lién tuc trén khoang (a ; b) (c6 thé
ala—oo; b1a +) va diém x, € (a; b).
a) Néu t6n tai s6 & > 0 sao cho f(x) < f(xy) véi moi x € (xo=h;
Xo + h) va x # x; thi ta néi ham s6 f(x) dat cuc dai tai Xp-
b) Néu t6n tai s6 / > 0 sao cho f(x) > f(x,) v6i moi x € (xg—h;
X+ h) va.x # x; thitanéi ham s6 f(x) dat cuc tiéu tai x,.
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CHU Y

1. Néu ham s6 f(x) dat cuc dai (cuc tiéu) tai x thi x; duoc
goi 1a diém cuc dai (diém cuc tiéu) ciia ham s6 ; f(x;)duoc
goi 12 gia tri cuc dai (gia tri cuc tiéu) ctia ham s6, ki hiéu
12 fep (fer), con diém M(xy ;5 f(xp)) duoc goi la diém cuc dai
(diém cuc tiéu) cia do thi.

2. Céc diém cuc dai va cuc tiéu duoc goi chung 12 diém cuc tri.
Gi4 tri cuc dai (gi4 tri cuc tiéu) con goi 1a cuc dai (cuc tiéu) va
duoc goi chung 1a cuce tri ciia ham s6.

3. D& dang chitng minh dugc rdng, n€u ham s6 y = f(x) c6 dao
ham trén khoang (¢ ; b) va dat cuc dai hodc cuc tiéu tai x;thi

f'(xg)=0.

2
ﬁGié st f{x) dat cuc dai tai x,. Hay ching minh khang dinh 3 trong cha y trén bang

. . fxq+Ax)—f(x
cach xét gidi han ti s6 S A\) f(%)
E

khi Ax — 0 trong hai trudng hop Ax > 0 va

Ax<0.

I1 - PIEU KIEN DU PE HAM SO CO CUC TRI

3
ﬁ a) St dung d6 thi, hay xét xem cac ham sé sau day c6 cuc tri hay khong.
* y=-2x+1;
.y ='—;’(,\-—3)2 (H.8).
b) Néu méi lién hé gilta su tén tai cuc tri va dau clia dao ham.
Ta thira nhan dinh Ii sau day.
DINH Li 1
7 Gia sit ham 6 y = f(x) lién tuc trén khodng K =(xo — /1 3 xq + h)\
va ¢6 dao ham trén K hoac trén K'\{ x;}, v6i h > 0.
a) Néu f '(x) > 0 trén khoang (x, — & ; xg) va f'(x) <0 trén
khoang (x, ; X, + k) thi x, 12 mot diém cuc dai cia ham s6 f(x).
b) Néu f '(x) < O trén khoang (xy — & ; xp) va f'(x) > 0 trén
kkhoémg (xg. Xo + h) thi xo 12 mot diém cyc ti€u clia ham s6 f(x).j

14




X ./\'O —h .’CO XO +h X XO —h XO XO 4= h

£(x) + = £(x) - +

S fep fx)

Vi du 1. Tim cic diém cuc tri cia dé thi ham s6 f(x) = = + 1.

Gidi. Tacof'(x) =-2x;f'(x) =0 < x=0.

Bang bién thién

X —00 0 +00
f'(x) + 0 -
1
r Y i
—0 —00

Tur bang bién thién suy ra x = 0 1a diém cuc dai cia ham s6 va dé thi cla
ham s6 ¢c6 mot diém cuc dai (0 ; 1) (H.7).
Vidu 2. Tim cac diém cuc tri cia ham s6

y:x3 =" =g a3,

Gidi. Tac6 y=3x>-2x-1;

x=1
y=0« 1
X =—-—,
3
Bang bién thién
1
X |—o0 -—— 1 +00
3
y' + 0 - 0 +

86 5
y / 27 \ " /

15




N 2 .« o7 o 1 < vl . N o2 ¢
Tu bang bién thién suy ra x = —Sla diém cuc dai, x = 1 12 diém cuc ti€u
cua ham sé da cho.

Vi du 3. Tim cuc tri cia ham s6

. ox 4]
x+1°

Gidi. Ham s6 khong xac dinh tai x = —1.

Tacdy' = : 2>O‘v’x¢—1.
(x+1

Vay ham s6 da cho khong cé cuc tri (vi theo khang dinh 3 cba Chi ¥ trén,
néu ham s6 ¢ cuc tri tai x; thi tai d6 y' = 0).

4
ﬁ Ching minh ham s6 y =|x| khéng c6 dao ham tai x=0. Ham s6 c6 dat cuc tri tai
diém dé khéng ?
III - QUY TAC TIM CUC TRI
Ap dung Pinh Ii 1, ta ¢6 quy téc tim cyc tri sau day.
QUY TACI
1. Tim tap x4c dinh. Tinh f'(x).
2. Tim cdc diém tai d6 f'(x) bang 0 hoac f'(x) khong xac dinh.
3. Lap bang bién thién.
4. Tir bang bién thién suy ra cdc diém cuc tri.

5
ﬁ/&p dung quy téc |, hay tim cac diém cuc tri cia ham s
Fx) = x(x? =3).
Ta thira nhan dinh li sau day.
DINH L 2

Gia sir ham s6 y = f(x) c6 dao ham cdp 2 trong khodng
(xg = h; xg + h), v6i h > 0. Khi dé :

a) Néu f'(xy) = 0, f"(xp) > O thi x; 12 diém cuc ti€u ;
b) Néu f'(xy) =0, f"(xg) < O thi x; 1 diém cuc dai.

16




Ap dung Pinh 1i 2, ta c6 quy tac sau day dé tim cdc diém cuc tri ciia mot ham s6.
QUY TAC I
1. Tim tap xdc dinh. Tinh £'(x). '
2. Giai phuong trinh f'(x) = 0 va ki hiéu x; (i=1,2,...)1a céc
nghiém cua no.
3. Tinh f"(x) va F(x).

4. Dua vao ddu cia f"(x;) suy ra tinh chat cuc trj ctia diém x; .

Vidu 4. Tim cyc tri cia ham s6
f(x) = LA Pl

4

Gidi. Ham s6 xac dinh véi moi x € R.

fix)= 2 x(xz =4} 0 = 0= 4 =0, xy=-2; X3 =2.

£ =3x% -4,

f"(£2)=8>0= x, 5 =2 1a hai diém cuc tidu ;

f"(0)=-4<0= x;, =01adiém cuc dai.

Két ludn

flx) dat cyc ti€u tai xy 3 =+ 2 vafp = f(+2) = 2.

f(x) dat cuc dai tai x; =0 va fop =£(0) = 6.

Vidu 5. Tim cédc di€m cuc tri ciia ham s6 f(x) = sin2.x.

Gidi. Ham s6 x4c dinh v6i moi x € R.

£'(x) = 2c082x ; £'(x) = 0 <> 2x = g +inex= §+1§ (I eZ).

f"(x) = —4sin2x.

—4 néu l =2k
P B 1 BRI (vt W B ne}u (keZ).
4 2 2 4 néu | = 2k+1

2GIAITICH 12-A 17




Két ludn
T N 2 R . ) N ~
X = 1 + kmt (k € Z) 1a céc diém cuc dai cua ham s6.

_3n

X +kn (k € Z) 1a cdc diém cuc tiéu clia ham s6.

Bai tap

1. Ap dung Quy téc I, hay tim céc diém cuc tri ciia cdc ham s6 sau :

a) y=2x> +3x%> —36x-10; b) y=x" +2x2-3;

c)y=x+l; d)y=x3(1—x)2;
s

e)y:\/xz—x+l.

2. Ap dung Quy tac II, hay tim cdc diém cuc tri cia cdc ham s6 sau :
a)y=x4—2x2+1; b)y=sin2x ~x;

5

C) y = sinx + cosx ; d)y=x 5% = T 1.

3. Chitng minh rang ham s6 y = \/m khong c6 dao ham tai x = 0 nhung van
dat cuc tiéu tai diém do.
4. Ching minh ring v6i moi gid tri ciia tham s6 m, ham s
y=x3 —mx? —2x+1
luon luon cé mot diém cuc dai va mot diém cuc tiéu.

5. Tim a va b dé céc cuc tri ciia ham s6

5

y= §a2x3 +2ax> —9x +b

3 bl e " . - PR .

déu 1a nhitng s6 duong va xy = 5 l1a diém cuc dai.
" A— ’ . ’ X2 +mx+1 .
6. Xac dinh gid tri cha tham s6 m d€ ham s6 y = ———— dat cuc dai

X+ m
tai x = 2.
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GIA TRI LON NHAT VA
GIA TRI NHO NHAT CUA HAM s&

I - PINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén tap D.

a) S6 M duoc goi la gia tri 16n nhéit ctia ham s6 y = f(x) trén
“ tap D néu f(x) < M v6i moi x thude D va tén tai Xy € D sao

cho f(xy) = M.

Kihiéu M = max f(x).

D

b) S6 m dugc goi 1a gia tri nhé nhat cia ham s6 y = f(x) trén

tap D néu f(x) 2 m v6i moi x thudc D va ton tai x, € D sao

cho f(xy) =m.

Ki hiéum = min f(x).
D

Vidu 1. Tim gia tri nho nhat va gi4 tri 16n nhat cha ham s6

y=x—5+l'
X
trén khoang (0 ; + o).
). ] ]
Giai. Trén khoang (0 ; +o0), ta c6 y'=l——2-= 5=
X X

y=0ex-1=0cx=1
Bang bién thién
x 0 1 400
y’ - 0 +

+00 +00
-3

Tir bang bi€n thién ta thdy trén khoang (0 ;+o0) ham s6 c6 gid tri cuc tiéu
duy nhat, d6 ciing 1a gid tri nhé nhat cia ham s6.
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Vay min f(x) = -3 (tai x = 1). Khong ton tai gid tri 16n nhit cta f(x)
(0;400)

trén khoang (0 ;+).

Il — CACH TINH GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT
CUA HAM SO TREN MOT DOAN

1
ﬁXét tinh déng bién, nghich bién va tinh gia tri 16n nhat, gia tri nhd nhét clia ham s6 :
a)y= £ trén doan [-3; 0] ;

x+1
b) y=

trén doan [3 ; 5].
i

1. Pinhli

Moi ham s6 lién tuc trén mot doan déu c6 gid tri 16n nhét
va gid tri nho nhdt trén doan do.

Ta thira nhan dinh 1i nay.
Vi du 2. Tinh gi4 tri nho nhét va gid tri 16n nhat cia ham s6 y = sinx.

a) Trén doan [E; :/I :
6 6

b) Trén doan {g, 2n].

Gidi

—

N ™

!

Hinh 9
20




Tir d6 thi clia ham s6 y = sinx (H.9), ta thiy ngay :

a) Trén doan D = [g —762} ta co

Tirdé maxy =1 ;miny=—l.
D D 2

b) Trén doan E = [g, 271} ta cod

Vay maxy =1; min
E E

Quy tic tim gia tri I6n nhat, gia tri nhé nhat cGa ham sé lién tuc
trén moét doan

2

2 )
; = =D L&
Chohéms()yz{x +2néu-2<x<1

X néul<x<3

c6 do thi nhu Hinh 10. Hay chi ra gia tri
I6n nhat va gia tri nhd nhat ctia ham s6
trén doan [-2 ; 3] va néu cach tinh.

o

Hinh 10

NHAN XET

Néu dao ham f'(x) gilt nguyén dau trén doan [a ; b] thi ham s6
déng bién hodc nghich bién trén ca doan. Do dé, f(x) dat dugc
gia tri 16n nhét va gid tri nho nhat tai cdc ddu mit ctia doan.
Néu chi ¢c6 mot s6 hitu han cdc diém x; (x; < x;,;) ma tai dé
f'(x) bang 0 hoac khong xac dinh thi ham s6 y = f(x)don
diéu trén mdi khoang (x;;x;,;). RO rang gid tri 16n nhat (gid
tri nho nhat) cia ham s6 trén doan [a ; b] 1a s6 16n nhit (s6
nho nhat) trong cdc gié tri cua ham s6 tai hai ddu miit @, b va
tai cac diém x, néi trén.
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Quy tac
1. Tim céc diém xj, xy,..., X, trén khoang (a ; b), tai d6 f'(x)
béang 0 hoic f'(x) khong xac dinh.
2. Tinh fla), f(x)), f(x2),.... f(x,,), f(b).
3. Tim s6 16n nhat M va s6 nho nhét m trong céc s trén. Ta c6

M =max f(x),m = mi}r)llf(x).

[a; b] [a;
CHU Y
Ham s6 lién tuc trén mot khoang c6 thé khong c6 gid tri 16n
nhat va gid tri nho nhat trén khoang d6. Chang han, ham s6
Flx) =;1C- khong c6 giad tri 16n nhat, gid tri nho nhat trén

khoang (0 ; 1). Tuy nhién, cling c6 nhitng ham s6 c6 gié tri
16n nhat hoac gid tri nho nhat trén mot khoang nhu trong Vi du 3
duéi day.

| Vi du 3. Cho mot tim nhom hinh vuéng canh a. Ngudi ta cét ¢ bon géc bon
| hinh vuong bing nhau, réi gap tim nhom lai nhu Hinh 11 dé dugc mot céi hop
khong nap. Tinh canh ctia cdc hinh vuéng bi cit sao cho thé tich ctia kh6i hop
1a 16n nhat.

\

\

\

Hinh 11

Gidi. Goi x 1a canh cta hinh vuong bi cit.
R0 rang x phai thoa man diéu kién 0 < x <§.
Thé tich ctia kh6i hop 12

V(x) = x(a - 2x)2 (O "l 8 g—)
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Ta phai tim x, € (0; g) sao cho V(xy) ¢6 gid tri 16n nhat.

Tacé V'(x) =(a- 2x)2 + x.2(a — 2x).(-2) = (a — 2x)(a — 6x).
2 a P

Trén khoang (O : E)’ ta co

a
Vikl=0 x =—.
(x) A

Bang bién thién
a a
O — —
¥ 6 2
V(x) + 0 -
2

Tir bang trén ta thdy trong khoang (O - —;i) ham s6 c6 mot diém cuc tri duy

nhat 12 diém cuc dai x = — nén tai dé V(x) c6 gié tri 16n nhat :

L
6

3
max V(x) = 2i
(0. a) 27
"z

3
1

1+x
Tu d6 suy ra gia tri nhd nhat cua f{x) trén tap xac dinh.

Lap bang bién thién cia ham s6 f(x)=— 5

Bai tap
1. Tinh gid tri 16n nh4t, gia tri nho nh4t cia ham s6 :

a)y = =3P Ox + 35 trén cac doan [-4 ; 4] va [0 ; 5] ;
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b)y= x* = 3x% + 2 trén céc doan [0; 3] va[2;5];

2—-x

c)y= : trén céc doan [2; 4] va [-3; -2];

- X

d) y =5 —4xtrén doan [-1; 1].

Trong s6 cic hinh chit nhét ciing c6 chu vi 16 cm, hay tim hinh chit nhét c6

dién tich 16n nhat.

Trong tat ca cdc hinh chit nhat cung c6 dién tich 48 m?, hay xac dinh hinh

chir nhat c¢6 chu vi nho nhat.

Tinh gia tri 16n nhit cla cdc ham s6 sau :
4

1+ x

a) y= 5 s b)y=4x3—3x4.

Tinh gid tri nhé nhat cla cac ham s@ sau :

a)y=|x 2 b)y=x+i (x>0).
X, :

~

BAI POC THEM

CUNG LOI, CUNG LOM VA DIEM UON

1. Khai niém vé cung 18i, cung 16m va diém uén
Xét d6 thi ACB clia ham s6 y = f(x) biéu dién trén Hinh 12.
Gia st d6 thi c6 ti€p tuyén tai moi diém.

yu

oy Focoaimmiion we
S IR
=

Hinh 12




Tai moi diém clia cung AC , ti€p tuyén luén ludn & phia trén ctia AC . Ta
néi AC la mot cung 18i. N&u « I3 hoanh d6 clia diém A, ¢ 13 hoanh do
clia diém C, thi khoang (« ; ¢) dudc goi la mot khoang 18i clia db thi.
Tai moi diém cla cunng‘I\i, ti€p tuyén luén ludn & phia dudi ctiaCB .
Ta néi CB la mét cung 18m. Ki hiéu b 1a& hoanh d6 cia diém B thi
khoang (c ; b) dugc goi Ia mét khoang 16m clia dé thi.
Diém phan cach giita cung 16i va cung I6m dugc goi 1a diém udn cia
dé thi. Trén Hinh 12, C 1a mét diém udn.

CHU Y
1. Tai diém udn, tiép tuyén di xuyén qua db thi.
2. Trong mét s6 gigo trinh, nhat 1a gido trinh Giai tich toan hoc &
Bai hoc, ngudi ta goi AC trén Hinh 12 13 cung Im va CB 13 cung I6i.

2. Dau hiéu 16i, 16m va diém uén
Ta c6 hai dinh Ii sau day.

DINH LI 1

Chohams6 y = f(x) c6 dao ham cap hai trén khodng (a ; b).

Néu f"(x)<0 v6i moi xe(a:b) thi dé thi clla ham sé 16i trén
khoang dé.

Néu f"(x)>0 véi moi xe(a:b) thi db thi cia ham sé 16m trén
khoang dé.

DINH LI 2

Cho ham s6 y=f(x) c6 dao ham cap hai trén khoang (a ; b)
vax,e(a;bh). Néu f"(x) d6i ddu khi x di qua x, thi diém
My(xy ; f(xy)) 1& di€ém uén chia d6 thi ham s6 da cho.

3. Ap dung

Vi du 1. Tim cac khoang 16i, 16m va diém uén cla dé thi cac ham sé :
a)y=x>; b) y=—sinxtrén doan [0 ; 2x].

Giai

a) Tap xac dinh : R.
Tacéd y'=5x*, y"=20x3.

Bang xét dau y"
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X —00 0 +00 y4

y" - 0 +
D6 thi clia Lbi Diém uén s
ham sé 0(0; 0)
Vay dé thi ham s8 16i trén khoang (- ; 0), I6m
trén khodng (0 ; +). Diém 0(0 ; 0) & diém udn —
clia d6 thi ham s6 (H.13). 0 x
b) Ta cé
y'=-—cosx, y"=sinx.

Bang xét dau y"

x 0 T 27
> + 0 - Hinh 13
D6 thi cla L Diém uén L&
ham s6 A(m ;5 0)
Vay trén doan da cho, do thi ham s 16m trén YA

khoang (0 ; ), 16i trén khoang (n ; 2m). Diém
A(r ; 0) la diém uén clia do thi ham s6 (H.14).

il amemine .
\ i
R ERT
0 i /n C2m 5
=i+ '
Hinh 14
Vi du 2. Tim cac khoang 16i, 16m clia d6 thi ham sé
_x+1
e x=1"

Giai. Tap xac dinh : R\{1}.

=2 _ xacdinhvéimoi x#1;
(x-1)

y'= i 3,xécdinh véimoix=1.
(x-1)
Bang xét dau y"
X —00 1 +00
a2 - | i
D6 thi cia ham s6 Lo6i Lom

Vay db thi ciia ham s6 16i trén khodng (— ; 1) va 16m trén khoadng (1 ; +o).




(D6 thi khéng cé diém udn vi ham sé YA
khong xac dinh tai diém x = 1). ;. 1 RO, .

Hinh 15

I - DPUONG TIEM CAN NGANG

% 1
Cho ham sé

o (H,16), O 1] @ 5
x-1

Néu nhan xét vé vi tri cac duong L

thdng y = -1 va x = 1 so v&i dé thi -2

clia ham sé.

Hinh 16

Vidu 1. V& d6 thi cta ciac ham s6

fix) = l +2, g(x)=2.
X




Néu nhan xét vé do6 thi ctia hai ham s6 dé va cic giéi han

lim [f(x)—g()], lim [f(x)—g(0)].

X—>+00 X—>»—00
Gidi. Tinh tién dé thi clia ham s6 y = — song song V6i truc Oy 1én trén 2
X

don vi, ta dugc do thi cia ham s6

f(x)= l + 2.
X

Ki hiéu M, M" 14n luot 12 cdc diém thuoc do6 thi ciia f(x) = —+2 va glx) =2
X

c6 cing hoanh do x (H.17). Khi | x| cang 16n thi cdc diém M, M' trén céc d6
thi cang gan nhau.
Ta cé

lim [f(x) - g(x)]= lim Kl + 2) - 2} = lim L = 0.

X—>+00 X—>+00 X x—>+00 X

Tuong tu, lim [f(x)— g(x)] =0.
|
|
|

X —>—0
Dodé lim [f(x)—g(x)] = lim [f(x) - g(x)] =0.
X—>+00 X—>—0

yﬂ
Xf(x)=—1x—+2
H

gx)=2

)

N W
fg
3

[ TONpSR RN ——

=Y

Hinh 17
CHUY

Néu lim fix)= lim fix)=/tavitchungla lim f(x) =1

X —>+0 X —»—00 ‘x—ytoo
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DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén mot khoang v6 han (la
khoang dang (a ;+w), (- ; b) hodc (- ;+w)). Dudng
thing y = y, 1a dudong tiém can ngang (hay tiém can ngang)
cua d6 thi ham s6 y = f(x) néu it nhdt mot trong céc diéu kién
sau duoc thoa man

lim f(x) =yy, lim f(x) = yj:
X—>+00 X—>—00

Trong Vi du 1, dudng thing y = 2 1a tiém can ngang ciia dudng hypebol
1

y=—+2.
X

Vidu 2. Cho ham s6
1
fx)= —=+1
Jx
xdc dinh trén khoang (0 ; +o0).

Do thi ham s6 c6 tiém can ngang y = 1 vi
. | ;
lim f(x)= lim |—+ lj =1,
,\'—>+oof .\'—Hoc[\/;

II - PUONG TIEM CAN DUNG

2

Tinh lim [l+2j va néu nhan xét vé khoang cach MH khi x — 0 (H.17).

x>0\ x

DINH NGHIA

Dudng thing x = x, dugc goi 1a duong tiém can dirng (hay tiém
can diing) cta d6 thi ham s6 y = f(x) néu it nhat mot trong céac
diéu kién sau dugc thod man

lim f(x)=+0, lim f(x)=-o,

x—)xé’ X—>Xxg
lim f(x)=-o, lim f(x)=+mo.
xX—> \a X=Xy
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Vi du 3. Tim céc tiém can dimg va ngang cta dé thi (C) cia ham s6

x=]
’ Xx+2
Gidi. Vi lim = e = —o0 (hoac lim = = +o0) nén dudng thing
x—>-2*x+2 x—-2" X+

x =—21a tiém can ding cua (C).

. fd. .
Violim = =1 nén dudng thang yA
x=to X + 2

y = 1 1a tiém can ngang cua (C).

D6 thi cia ham s6 dugc cho trén

Hinh 18.
1 y=1
0 / >
2| -1 x
Hinh 18 i
2
) B S ) 2 1
Vidu 4. Tim tiém can ding cua d6 thi ham s6 y = _"2_1%
x —
2 2
Gl T 22Tl D o e R ki
(3)+ 2x -3 (3j— 2x-3
x| = x| =
2 2

duodng thing x = % 12 tiém can ddng cua d6 thi ham s6 da cho.

Bai tap
Tim cdc tiém can clia d6 thi ham s6 :
C)y=§:::;; iy =l




Tim céc tiém can ding va ngang cua d6 thi ham s6 :

2
2—-x xX“+x+1
a)y = 5 b)y=—-—2;
9—x 3-2x-5x
& TV i) _Jx+1
& R (e re

KHAO SAT SU BIEN THIEN VA
VE PO THI CUA HAM SO

I - SO PO KHAO SAT HAM SO
1. Tap xac dinh
Tim tap xdc dinh ctia ham s6.
2. Su bién thién
* Xét chi€u bién thién clia ham s6 :
+ Tinh dao ham y';

+ Tim cdc diém tai d6 dao ham y' biang 0 hoic khong xac dinh ;

+ Xét ddu dao ham y' va suy ra chiéu bién thién ctia ham sd.
* Tim cuc tri.

* Tim cac giéi han tai vo cuc, cac gidi han vo cuc va tim tiém can (néu co6).
* Lap bang bién thién. (Ghi cdc két qua tim dugc vao bang bién thién).

3. D& thi

Dua vao bang bién thién va cdc yéu t6 xéac dinh & trén dé vé do thi.

31




CHU Y
1. Néu ham s6 tudn hoan véGi chu ki T thi chi cdn khao sét su

bién thién va vé d6 thi trén mot chu ki, sau d6 tinh tié€n do thi
song song VvOi truc Ox.

2. Nén tinh thém toa do mot s6 diém, dic biét 1a toa do cic
giao diém cua dé thi véi céc truc toa do.

3. Nén luu y dén tinh d6i xing clia do thi dé vé cho chinh xdc.

Il - KHAO SAT MOT SO HAM PA THUC VA HAM PHAN THUC

1
2 E\Khéo séat su bién thién va vé dé thi clia cac ham sé da hoc 4
y=ax+b, y=ax2+bx+('
theo so do trén.

1, Héms6y=ax3+bx2+cx+d(a¢0)

Vi du I. Khio st su bién thién va vé dé thi ciia ham s6 y = x> + 3x% — 4.
\ Gidi
‘ 1) Tap xédc dinh : R.
| 2) Su bién thién
* Chiéu bién thién
y = 3x% + 6x = 3x(x+2);
y'= Od{x i _2.
x=0
Trén céc khoang (-0 ; =2) va (0 ; +o0), y' > 0 nén ham s6 dong bién.
‘ Trén khoang (-2 ; 0), y' < 0 nén ham s6 nghich bién.
* Cuc tri
|
|
|

Ham s6 dat cuc dai tai x = -2 ; yop = y(-2) = 0.

Ham s6 dat cuc tiéu tai x = 0 ; yor = y(0) = —4.
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* Céc gi6i han tai vo cuc

4
lim y= lim x3(1+3——j=_oo,

X —>»—00 X—>—00 X ,\'3

. . 3 3 4
lim y= lim x*1+Z== —5 (=
X—>+00 X—> 400 Xy

* Bang bién thién

Bl =80 =2 0 +00
Y i 0 - 0 +
0 +00
y _OO/ \ —4 /
3) Do thi y‘r
Vi \'3+3,\~2—4=(x_1)(A.+2)2=O /

nén (-2 ; 0) va (1 ; 0) 1a giao diém ctia do6
thi véi Ox.

Vi y(0) = —4 nén (0 ; —4) 1a giao diém cla
do6 thi v6i Oy. Piém do ciing 1a diém cuc
tiéu cia do thi.

D6 thi cia ham s6 duoc cho trén Hinh 19. Hinh 19

Luwu y. D6 thi ciia ham s6 bac ba da cho c6 tam d01 xung 1a diém / (H.19).
Hoanh d6 ctia di€ém 7 1a nghiém cta phuong trinh y” = 0.

% 2
Khao sat su bién thién va vé d6 thi cla ham s@ y = NG T 4. Néu nhan xét vé
dé thi ctia ham sé nay vdi dé thi cia ham sé khao sat trong Vidu 1.
Vi du 2. Khao sit su bién thién va vé do thi ciia ham s6

y = x> +3x2 —4x +2.
Gidi
1) Tap xac dinh : R.
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2) Su bién thién

* Chiéu bién thién

Viy =322+ 6x—4=-3(x—1)* - 1<0véimoix eR,

nén ham s6 nghich bién trén khoéng (- ; +0). Ham s6 khong c6 cuc tri.

* Gidi han tai vo cuc

lim y = lim [—x3(1—§+—42——-2§yz_oo,
X . x

X—>+40 X—>+00 x° /]
. . R E R
lim y= Ilim i ] = i~ [ | = 00,
X—>—0© X—>—00 X )(2 x3 i
* Bang bién thién
X —Q0 +00

y ——

3) D6 thi
D4 thi ctia ham s6 cat Ox tai (1 ; 0), cat Oy tai (0; 2).

D6 thi ciia ham s6 duge cho trén Hinh 20.
AY

=y

Hinh 20
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Dang cua do thi ham s¢ bac ba y = ax® + bx* + cx +d (a # 0)

a>0 a<0

I
Phuong trinh [
y=0 \ P, 4

¢6 hai nghiém Vi 0‘ Nt \Q’\/ \x
phén biét

y T
Phuong trinh J
=0

c6 nghiém kép / 0 > 0 \ =
Y y
Phuong trinh
y=0
v0 nghiém ) / - 0| P
3

3
Khdo sat su bién thién va vé dé thi cia ham s6 y = "T_xz +x+1.

2 Héms5y=ax4+bx2+c(a¢0)

Vi du 3. Khio sit sy bién thién va v& dé thi ciia ham s6 y = x* — 242 — 3.
Gidi

1. Tap xac dinh : R.

2. Su bién thién

* Chiéu bién thién

x =1
y'=4x3—4x=4x(x2—1);y'=()<:> x =-1
x =0,
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A
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Trén céc khoang (=1 ; 0) va (1 ; +), y' > 0 nén ham s6 dong bién.
Trén céc khoang (= ; —1) va (0 ; 1), ' < 0 nén ham s6 nghich bién.
* Cuc tri

Ham s6 c6 hai cuc tiéu tai x = 1 ; yor = y(£1) = 4.

Ham s6 c6 mot cuc dai tai x =0 ; yop = y(0) = 3.

* Gidi han tai vo cuc

= +(D,
X—>—00 X=»—00

. . . 3
lim y= lim ,\‘4[1——7——1
X X
lim y= lim x* TR U e
X—>+0 X—>+00 X2 x4

* Bang bién thién

b —0 -1 0 1 +00
y' - 0 + 0 ~ 0 +
+00 -3 +00
y \ > / \ _4 /
3. Do thi YA

Ham s6 da cho 1a ham s6 chan, vi
(0 = (0" = 2(=x)" -3
=xt -2 -3= y(x).
Do dé, dé thi nhan Oy lam truc d6i xing.
D6 thi cit truc hoanh tai cic diém f3:0)
va(—/3: 0), cit truc tung tai diém (0 ; —3) (H. 21).

Hinh 21

4
Khao sat su bién thién va vé dé thi cia ham s6 y = —x* +2x% +3.

Bing d6 thi, bién luan theo m s6 nghiém clia phuong trinh —x* +2x* +3=m.

Vi du 4. Khao st su bién thién va vé d6 thi cia ham s6

.X4 2
=— X" =,
=T 2




Gidi
1. Tap xéc dinh : R.
2. Su bién thién
e Chiéu bién thién
y'=—2x3—2x=—2x(x2+ );y=0x=0.
Trén khoang (- ; 0), y' > 0 nén ham sd dong bién.
Trén khoang (0 ; +), y' < 0 nén ham s6 nghich bién.
* Cyc tri

Ham s6 dat cuc dai tai x = 0, yop = y(0) =%.

Ham s6 khong c6 diém cuc tiéu.
* Gidi han tai vo cuc

: ; 4(1 1 3
Iim y= lim |-x"|=+——-—F||=—0o.
x—>Fowo x—>too 2 - x2 24

* Bang bién thién

X —00 0 +00
y' + 0 -
3
—00 =0
3. D6 thi
Ham s6 da cho 1a ham s6 chén vi yA
! 4

e =l 2= -T e S oym 2

2 2 2
Do d6, d6 thi nhan Oy 1am truc d6i xing. /\

Mat khéc,y=0 & —x* - 2% +3=0 " >
- - D +3) =0 x==I.

D6 thi cét truc hoanh tai cic diém (-1 ; 0) va (1 ; 0),

s . 3

at t t tai dié 0;=) (H.22).

cat truc tung tai diém ( 2)( ) s 2
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Dang cua do thi hamso y = ax* + bx? +¢ (a#0)

a>0 a<0

Phuong trinh
y'=0

c6 ba nghiém /\
phén biét \/0 \/ x ] o \ X

Phuong trinh
y'=0 \ / / \
c6 mot 0 X
nghiém /

Q
/
=

ﬁs

mot nghiém.
. o ax + b
3. Hamso y = (c#0,ad—bc #0)
cx+d
z 2 ’ o Al . = = 0y ¥ 9 5 o7 =X + 2
Vidu 5. Khao sat su bién thién va vé d6 thi chbaham s6y = e
X+

Gidi

1. Tap xé4c dinh : R \ {-1}.

2. Su bién thién

~x+D)—(-x+2) . -3

* Chiéu bién thién y' = 5 5 5
(x+1) (x+1)

y' khong xac dinh khi x = -1 ; y' luén luén &m véi moi x # —1.

38

L&y mot vi du vé ham s6 dang y=ax* +bx? +¢ sao cho phuong trinh y' = 0 chi c6




Vay ham s6 nghich bién trén cdc khoang (-0 ; —1) va (=1 ; +0).

* Cuc tri

Ham s6 da cho khong c6 cuc tri.

: : g -x+2
*Tiémcan lim y= lim = —00,
x—-1" x—a-1" Xx+1
. . —X +2
lim y= lim = 400,
x—-17 w1 Xl

Do d6, dudng thing x = —1 1a tiém can ding.

—x+2_

lim y= lim
xX—»to0 x—to x + 1

Vay dudng thang y = -1 1a tiém can ngang.
* Bang bién thién

X —00 -1

=-1.

+00

y —_

b —1\

3. D6 thi

Do thi cit truc tung tai diém (0 ; 2) va cit truc
hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 23).

Luu y. Giao diém cua hai tiém can 1a tam
doi xing cua doé thi.

+OO\
-1

YA

N

Hinh 23
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Vi du 6. Khao sat su bién thién va vé d6 thi ciia ham s6

o E—=d

C2x 41
Gidi
1. Tap xdc dinh : R \ {—%}
2. Su bién thién
* Chiéu bién thién

. 2x+1-2(x=-2) 5
2x +1) 2x+1)

’

y' khong xdc dinh khi x = ——;— .

' . . 1
y' luon ludén duong véi moi x # -5

5k s ; o 1
Véay ham s6 dong bién trén cac khoang (—oo; - Ej va (_E; + oo).

s Cie tri

Ham s6 da cho khéng ¢6 cuc tri.

* Tiém can
. x =2
lim y= lim = 400
( ]— ( 1) 2x +1
x| —— x| ——
2 2
-2
lim y= Ilim . = —o0,

Do d6, dudng thang x = —% 1a tiém cén dimg.

; . x—-2 1
lim y = lim -,
x—>to0 x—t02x + 1 2

Vay dudng thang y = % 1a tiém c4n ngang.
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* Bang bién thién

1
X —00 —— +00
2
y’ + +
+00 1
2 —0
3. D6 thi IE4

D6 thi cét truc tung tai diém (0 ; —2) va
cat truc hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 24).

t
Npj—

I

Hinh 24
Dang cua do thi ham s¢ y = Lo (c#0,ad - bc #0)
cx +d
D=ad -bc>0 D=ad-bc<0
Ay YA

7 °1 \

\Q
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111 — SUTUONG GIAO CUA CAC PO THI

A

42

6
Tim toa do giao diém ctia dé thi hai ham s6

y= £ 4dg=3,

y:—xz—x+2.
Gia st ham s6 y = f(x) c6 d6 thi 1a (C,) va ham s6 y = g(x) c6 do thi la (Cy).
Pé tim hoanh do giao diém ctia (C,) va (C,), ta phai gidi phuong trinh fix) = g(x).
Gia sit phuong trinh trén c6 cdc nghiém 1a xg, x;, ... Khi d6, cac giao diém
ctia (C;) va (Cy) 1a M(xq ; fxo))s My(xy 5 flxy)), ... -

Vi du 7. Chilng minh ring d6 thi (C) cia ham s6

x—1

y_x+1

luon luén cit dudng thing (d) : y = m — x v6i moi gia tri chia m.
Gidi. (C) luon cit (d) néu phuong trinh

x_1=m—x 1)

x+1
c6 nghiém v6i moi m.

Ta co

x—-1 {.\‘—l:(,x+1)(m—x)
=m-XxX <<

x+1 x # -1
i x2+(2—m)x—m—1=0. 2)
x #=—1

Xét phuong trinh (2), ta c6 A =m® +8 >0 v6i moi gid tri cha m va x = -1
khong thoa man (2) nén phuong trinh luén c6 hai nghiém khéc —1. Vay (C)
va (d) luon cét nhau tai hai diém.

Vidu8

a) V& do thi cia ham s6

y=x3+3x2—2.




b) Sir dung do thi, bién luan theo tham sé m s6 nghiém cua phuong trinh
43P -2=m. 3)
Giai
a)y'=3x2+6x __________ 4
Y=0x=0,x=-2, m m /
D6 thi c¢6 diém cuc dai 1a (-2 ; 2) va diém / :E \
cuc tiéu 1a (0 ; -2). -2 =I\

=y

D6 thi ctia ham 56 y = x° + 3x% — 2 duoc
biéu dién trén Hinh 25. D)

b) S6 nghiém ctia phuong trinh (3) bing s&

giao diém ctia d6 thi ham s6 y = x> + 3x% — 2 Hinh 25

va duong thing y = m.

Dua vao do thi, ta sﬁy ra két qua bién luan vé s6 nghiém ctia phuong trinh (3).
m > 2 : Phuong trinh (3) c6 mot nghiém.

m =2 : Phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém.

—2 <m <2 : Phuong trinh (3) c¢6 ba nghiém.

m = =2 : Phuong trinh (3) c6 hai nghiém.

m < -2 : Phuong trinh (3) ¢6 mot nghiém.

Bai tap

Khao sit su bién thién va vé d6 thi cha cdc ham s6 bac ba sau : -
a)y=2+3x——x3; b)y:—x3+4x2—4x;
c)y=x3+x2+9x; d)y=2.x‘3+5.
Khao sdt su bi€n thién va vé dé thi ctia cdc ham s6 bac bon sau :
a) y=—x*+8x%2 1 b) y=x*-2x2+2;

l % 9 3 2 4
C =—Xx —x"—-= d =2x° = x".
)y 5 > )y
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Khao st su bién thién va vé do thi clia cdc ham s phan thic :
x+3 1-2x —x +2
a = : b = : C = .
)y x=1 & 2x -4 £ 2x + 1

Khéo sét su bién thién va vé d6 thi cia ham s6. Tir d6 thi tim s6 nghiém
cua’cac phuong trinh sau :

a) x> -3x* +5=0; b) 203 +3x2-2=0;
c) 2x% — x* = -1.
a) Khao sat su bién thién va vé d6 thi (C) ciia ham s6
y= —x° +3x+ 1. |
b) Dua vao dé thi (C), bién luan vé s6 nghiém clia phuong trinh sau theo
tham s6 m
X = 3x+m=0.
Cho ham so

mx — 1

y_2.\‘+m

a) Ching minh ring véi moi gid tri chia tham s6 m, ham s6 luén dong bi€n
trén moi khoang xdc dinh cua né.

b) X4c dinh m dé tiém can ding ciia d6 thi di qua A(-1;2).
¢) Khao sat su bién thién va vé dé thi cia ham s6 khi m = 2.
Cho ham so

1 1
y = —x* + Exz + m.

4
a) Véi gid tri nao cta tham s6 m, d6 thi cia ham s6 di qua diém (-1;1)?
b) Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) ctia ham s6 khim = 1.

. i B R )
c) Viét phuong trinh ti€p tuyén cua (C) tai diém c6 tung do bang rh
Cho ham s6
y=x +(m+3)x*+1—m (mlatham s6)
c6 dé6 thila (C,).
a) Xdc dinh m dé ham s6 c¢6 diém cuc dai la x = —1.

b) Xéc dinh m dé d6 thi (C,,) cét truc hoanh tai di€ém x = 2.




Cho ham s6
) ~2m 4

1 (m la tham s06)
X —

c6 do thi 1a (G).
a) Xdc dinh m dé dé thi (G) di qua diém (0 ; —1).
b) Khao sat su bién thién va vé dé thi cua ham s6 v6i m tim duoc.

c¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia do thi trén tai giao diém cta né véi
truc tung.

On tap chuong 1

Phat bi€u cic diéu kién dong bién, nghich bién ctia ham s6. Tim céc
khoang don diéu cta cdc ham s6
y = = 257 = 1
x=35
1-x

Néu cach tim cuc dai, cuc tiéu clia ham s6 nhd dao ham. Tim cic cuc tri
cua ham s6

y:

y = £t —2x? v 2.
Neéu cich tim tiém can ngang va tiém can ding clia d6 thi ham s6. Ap dung
dé tim céc tiém can ctia d6 thi ham s6
_2x 43
&= 2—x
Nhéc lai so d6 khao sat su bién thién va vé d6 thi cia ham s6.

Cho ham s6 y = 2x* + 2mx + m — 1 ¢6 d6 thi 1a (C,,), m 1a tham s6.

m
a) Khao sat su bién thién va vé d6 thi cia ham s6 khi m = 1.
b) Xdc dinh m dé ham s6 :

i) Bong bién trén khoang (-1 ; +) ;

i1) C6 cuc tri trén khoang (-1 ; +0).
c) Ching minh ring (C,,) luon cét truc hoanh tai hai diém phan biét véi
moi m.

m
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10.
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a) Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) ciia ham s6
fix)= —x° + 3% + 9x + 2.
b) Giai bat phuong trinh f'(x —1) > 0.
¢) Viét phuong trinh tiép tuyén clia dé thi (C) tai di€m c6 hoanh do xj, bi€t
rang f"(xg) = —6.
a) Khao sat su bién thién va vé d6 thi (C) ciia ham s6
y=x3+3x2+ 1.
b) Dua vao dé thi (C), bién luan s6 nghiém ctia phuong trinh sau theo m
B3 +1= L
¢) Viét phuong trinh dudng thing di qua diém cyc dai va diém cuc ti€u cua
d6 thi (C).
Cho ham s6
f(x) = x> = 3mx* +32m — )x + 1 (m 12 tham s6).
a) Xdc dinh m dé ham s6 dong bién trén tap xac dinh.
b) Véi gi4 tri ndo cua tham s6 m, ham s6 c6 mot cuc dai va mot cuc tiéu ?
¢) X4c dinh m dé f"(x) > 6x.
a) Khao sat su bién thién va vé do thi (C) ciia ham s6

1 4 3 .3
X)==x"=3x° 4=
f(x) 2\ X 2

b) Viét phuong trinh ti€p tuyén ca do thi (C) tai di€m c6 hoanh do la
nghiém ctua phuong trinh f"(x) = 0.
c) Bién luan theo tham s6 m s6 nghiém cua phuong trinh -6t +3=m
Cho ham s6
y =—x* + 2mx* = 2m + 1 (m 12 tham sG)
c6 do thila (C,).
a) Bién luan theo m s6 cuc tri ciia ham s6.
b) Vé6i gid tri nao clia m thi (C,,) cit truc hoanh ?

¢) Xdc dinh m dé (C,,) c6 cuc dai, cuc tiéu.




11.

12.

a) ) Khao sét su bién thién va vé dé thi (C) ctia ham s6

x+3

x+1'

b) Ching minh ring v6i moi gid tri cia m duong thing y = 2x + m ludn
cat (C) tai hai diém phan biét M va N.

¢) Xac dinh m sao cho do dai MN 1a nho nhit.

d) Ti€p tuyén tai mot di€m S bat ki ctia (C) cit hai tiém can cta (C) tai P
va Q. Ching minh rang S 1a trung diém cua PQ.

Cho ham so

a) Giai phuong trinh f'(sinx) = 0.
b) Giai phuong trinh f"(cos.x) = 0.

¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia d6 thi ham s6 di cho tai diém c6 hoanh
do la nghiém cua phuong trinh f"(x) = 0.

B&i tap trdc nghiém

Chon khdng dinh diing trong cdc bai sau day.
S6 diém cuc tri cha ham s6 y = —%x3 —-x+71a:
(A)1; (B)0; () 33 (D) 2.

S6 diém cuc dai ctia ham s6 y = x* + 100 1a :

(A)O; B)1; ©)2; (D) 3.
S6 dudng tiém can cta dé thi ham s6 y = : — Ths

+ x
(A)1; (B) 2; (3 (D) 0.
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2x -5
x+3

la :

S6 khoang dong bién cua ham s6 y =
(A) 13 (B)0; (C)2; (D) 3.
Tiép tuyén tai diém cuc tiéu clia d6 thi ham s6

l,\} G, T O, Y
3

(A) Song song véi dudng thing x =1 ;

P

(B) Song song véi truc hoanh ;
(C) Co6 he s6 goc duong ;
(D) C6 hé s6 goc bang —1.



4.GIAITICH 12-A

Ham s6 luy thua

BN RN P RO NP R BRI N U NN OB O RPN

am s6 mi. Ham s6 logarit

Jhuong trinh md va phuong trinh légarit

R R R N R R T R R R R S i S I S

Bat phuong trinh ma va légarit

LR R R R R R R R R R R R R W T




\ LUY THUA

I - KHAI NIEM LUY THUA

1. Luy thira véi s mii nguyén
1

3
Tinh (1,5)* ;(—éj . (W3Y.

Cho n 1a mot s6 nguyén duong.

Véi a 12 s6 thuc tuy ¥, luy thira bac n ciia a la tich ciia n thira s6 a

(In =a.da.....a

—_—
n thira s6

Véia=0

Trong biéu thica™ , ta goi a 12 co s0, m la s6 mil.
CHU Y.
0%va 0™ khong c6 nghia.
Vi du 1. Tinh gi4 tri cha biéu thic
1 -10 1 -9
A= (—) 273 40,2425 + 128_1.(—) :
3 2
1 1 1 1
+

9
) + .27 =3+1+4=38.
273 0,2 25% 128

Gidi. A =3",

Vi du 2. Riit gon biéu thic
B Ii a2 2\/5} a>

A+a2yT g )

; (a#0, a#=xl).
1—a

50 4GIAITICH 128




Gidi. Véia #0,a# *1,taco

B = [a\[Z—(l + uz) - 2\/§a] —i—'l——z_

a(l-a”)
=(a 2+a3x/§—2a\/§) 21

a’ —a
B Ao = o,

a(@® - 1)
2. Phuong trinh x" = b

R
Dua vao db thi clia cac ham s8 y=x> va y=x* (H.26, H.27), hay bién luan theo b

s6 nghiém cuia cac phuong trinh 3 =bvaxt=b.

y 3
A
Y4 / y=x3 y=x4
y=b
1t
1 x
-1
0 X
Hinh 26 Hinh 27

D6 thi clia ham s6 y = x2¥*! twong tir d6 thi ham s6 y = x” va d6 thi ham s6
y = x** tuong tu d6 thi ham s6y = x*. Tir d6 ta c6 ket qua bién luan s6

nghiém clia phuong trinh x" = b nhu sau :

a) Truong hop n 1¢ :

V6i moi s6 thuc b, phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat.
b) Trudng hop n chan :

Vé6i b < 0, phuong trinh vo nghiém ;

Véi b = 0, phuong trinh c6 mot nghiém x =0 ;

V6i b > 0 phuong trinh c6 hai nghiém trdi dau.
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Can bac n
Cho s6 nguyén duong n, phuong trinh
g =h
dua dén hai bai todn ngugc nhau :
* Biét q, tinh b.
* Biét b, tinh a.
Bai todn tht nht 12 tinh luy thira cha mot s6. Bai todn thit hai dan dén
khdi niém 14y can cua mot so.

a) Khai niém

; 1
Chéng han, 2 va -2 1a céc can bac 4 cua 16 ; ——%lé can bac 5 cua ¥

Cho s6 thuc b va s6 nguyén duong n > 2. S6 a dugc goi la

cin bac n clia s6 b néu a" = b.

Tir dinh nghia va két qua bién luan vé s nghiém cta phuong trinh x" = b,
taco:
V6inlé vab € R, phuong trinh ¢ duy nhét mot can bac n clia b, ki hiéu la Ub.
b < 0 : Khong t6n tai can bac n cua b ;
Vi n chan b=0:CémotcanbacncuablaséO;
b > 0 : Cé hai can trdi ddu, ki hiéu gia tri duong 1a%b , con
gia tri am 1a—4b .
b) Tinh chat cua can bac n
Tir dinh nghia ta cé cac tinh chét sau :
%a . b =Yab ;

e

nb b’

(%a)" =¥am ;




Wz{a, khi n 18

lal, khi n chén ;

3
ﬁcm’mg minh tinh chat th(r nhat.

Vidu 3. Riit gon céc biéu thic :

a) J4.3-8: b)3/34/3 .

Gidi
a) ¥4.3-8 = 332 = Y(2)’ = 2.
B33 =(+3) = 45.

4. Luy thira véi s6 mii hiru ti

‘ Y ~ o 54 m 2
Cho s6 thuc a duong va s6 hitu ti r = —, trong d6 m e Z,
n

* ~ N 9 P o _— " A, » o 9.
n € N . Luy thira clia @ v6i s6 mii r 12 s6 " xéc dinh bdi

m
r nl m
a =a" =\a" .

a;=§’/21_ (a@a>0,n2>2).

Vidu 5. Rut gon biéu thiic
2 3
D= x4y + xy4

_——i‘/;+€/}_

(x,y >0).
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Gidi. Véi x va y duong, theo dinh nghia, ta co

1

D= :

x4 + y4

Luy thira véi sé mii vo ti

3 16p dudi, ta da biet s6 /2 1a mot s6 vo ti dugc biéu dién du6i dang
s6 thap phan vo han khong tuan hoan :

Goi 7, 12 s6 hitu ti thanh 1ap tir n chi¥ s6 ddu tién ding d€ viét V2 & dang

1

xy(x4 +y4)
g 9

J2 =1,414 213 562...

thap phan, n =1, 2, ..., 10.

Sir dung mdy tinh, ta tinh dugc 3™ tuong tng. Ta c6 bing ghi cic day s6

(r,) va 37) vé6in=1,2, ..., 10 nhusau :

~
-~

Tn

3’}1

—
o

O 00O b Wi -

1

1,4

1,41

1,414

1,4142

1,414 21
1,414 213
1,414 213 5
1,414 213 56
1,414 213 562

3

4,655 536 722
4,706 965 002
4,727 695 035
4,728 733 93
4,728 785 881
4,728 801 466
4,728 804 064
4,728 804 376
4,728 804 386

Ngudi ta chiing minh duoc ring khi n — +oo thi ddy s6 (3") din dén mot

gi6i han ma ta goi 1213‘/5.

St dung mdy tinh bo tdi (c6 mudi chir s6 thap phan), ta cé

3‘/5 ~ 4,728 804 388.




Cho a 12 mot s6 duong, «la mot s6 vo ti. Ta thira nhan rang luén cé mot
day s6 hitu ti (r,) c6 gi6i han 12  va ddy s6 tuong ng (a™) c6 gidi han
khong phu thudc vao viéc chon day s6 (7).
Ta goi gi6i han clia diy s6 (¢™) 12 luy thira cha a véi s6 mil @,
ki hiéu 1aa? .

a® =limd" véi a = limr, .
L n—»+w

Chi y. Tix dinh nghiatacé 1% =1 (a € R).
II — TINH CHAT CUA LUY THUA VGI SO MU THUC

4
ﬁ Hay nhéc lai cac tinh chét cla luy thira v6i s6 mi nguyén duong.

Lu§ thira vé6i s6 mii thuc cé cdc tinh chét tuong tu luy thira véi s6 mi
nguyén duong.

Cho a, b 12 nhitng s6 thuc duong ; @, #1a nhitng s6 thuc tuy y. Khi do, taco :

a _ a-p
G

@ =a* ;
(ab)® = a®*b%;

Néu a > 1 thi a® > aP khi va chikhi a> S .
Néu a < 1 thi a® < a® khi va chi khi a> 3.
Vi du 6. Riit gon biéu thiic

VZES! 27

A7 (a\/i—2)x/§+2

(a>0).
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Gidi. VGia >0, tacé

]%s

a\ﬁ+1+2—x/7 3

a 5
= = = @
L2-062+2) 472

2 ((1\/5_1 )\/3+l
Rut gon biéu thic —m ((1 S 0)

a ]

Vi du 7. Khong sir dung mdy tinh, hdy so sdnh cédc s6 52\/_ va 52‘/_

Gidi. Ta c6 243 =12, 3v2 =4/18.
Do 12 < 18 nén 2+4/3 < 342.
52‘/5 < 53‘/5.

Vicos6 516n hon 1 nén

ﬁs
3 J8 333
So sanh cac sé (—j va [—] y
4 4

Bai tap
1. Tinh:
2 2 3 3
a) 95.275; b) 1444 : 94;
1 \075 3 2
c) (E) +0,25 2: d) (0,04)"° - (0,125) 3.

2. Viét cac biéu thiic sau dudi dang luy thira v6i s6 mil hitu ti :
1 1 1

a) a3 ila: b) b2.53.9b;
4 1
¢) a3 :3a: d) b : b6.
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3. Viét cdc s6 sau theo thit ty tang dén :
1 -3 3 -1 =
a) 1375, 21 . (—) . b) 980;(—J ; 325,
2 7
4. Rt gon céc biéu thirc sau :
:: ( 1 2) 4 ,
" a3\a 3 +43 p b) bs(é/b—‘{—\lsb_l)
1( 3 1y’ 2
a4(a4+a 4) b3(§//;—\/3b_2)

2

1 1 11 1 1
) a3b 3 —a 3p3 d)a3\ﬁ9_+b3\/;
I -2 Va + %
5. Ching minh ring :
245 W2
a)(%) < (%) ; b)76V3 5 736

HAM SO LUY THUA

I - KHAI NIEM
1 1
Tadabi€tcichams6 y = x" (neN'), y=— = xy=Jx =x2.
X
Bay gig, ta xét ham s6 y = x% v6i a1a s6 thuc cho truée.
| Ham s6 y = x2, v6i & € R, dugc goi 1a ham s6 Iu thira.
A ] 1 l
Chéng han, cic ham s6 y = x, y=)c2, P ==, y= x3, y=x\/§, y=x"
X

1a nhitng ham s6 luy thira.
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1
% V& trén cliing mot hé truc toa dé dé thi cia cac ham s6 sau va néu nhan xét vé tap
1
xac dinh cla chung : y = 2, y=x2, y=xL
CHU Y

Tap xéc dinh clia ham s6 luy thira y = x* tuy thudc vao gid tri
cua a. Cu thé,
V6i a nguyén duong, tap xdc dinh 1aR ;
Vé6i a nguyén am hoic bing 0, tap xdc dinh laR \ {0};

Vé6i a khong nguyén, tap xac dinh 12 (0 ; +o0).

II - PAO HAM CUA HAM SO LUY THUA

O 16p 11, ta da biét dao ham cha cdc ham s6 y =x" (neN,n21) va
y=\/;lé

Y = nxn_l (x e R);

1Y 1

1 =] 1

(x)' = ha (x2) =Lx2 (x>0
Wx TR

Mot céch téng quét, ngudi ta ching minh duge ham s6 luy thita y = x*

(a € R) c6 dao ham v6imoi x > 0 va

[(Xa). - axa—lj

Vidu l
(3.3 '
2) A )= 2 s i (:5:0) b) (»3) = BB >0).
4 4% x
R
Tinh dao ham cla cac ham s6 :
2 i
y=x 3, y=x¥, y:_\'Jz.
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CHUY
Cong thic tinh dao ham ctia ham hgp d6i v6i ham s6 1uy thira
c6 dang

w%*)' = a® .

Vidu 2
2N 1
((2x2 +x— 1)3J = %(2»—2 +x=1) 322 +x-1)
= 2(4x +1)
Rox? +x-1
3

Tinh dao ham clia ham s6 y = (3x2 —1)“‘/5.

IIT - KHAO SAT HAM SO LUY THUA y = x%

Tap xdc dinh ctia ham s6 luy thira y = x% luén chita khoang (0 ; +w) v6i

moi a € R. Trong truong hop téng quat, ta khdo sat ham s6 y = x% trén
khoang nay (goi l1a tap khao sat).

y=xa, a>0 y:xa, a<(
1. Tap khao sit : (0 ; +00). 1. Tapkhaosat: (0; +o0).
2. Su bién thién 2. Su bién thién
y'=axa_l>0 Vx>0 y'=axa—1<0 YL
Gi6i han dac biét : Gi6i han dac biét :
lim x* =0, lim x% = 4. lim x% =+, lim x% =0.
x—0" X—>+00 x—=0" X—>+00
Tiém can : Khong cé Tiém can :
Ox la tiém can ngang,
Oy 1a tiém can dung cua do6 thi.
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3. Bang bién thién 3. Bang bién thién
X 0 +00 X 0 +00
y F y' =
0 g 0
4. D6 thi (H. 28 véia > 0). 4. D6 thi (H. 28 véia < 0).
y A
a>1
a=1
O<ax<l
1 ; a=(
| a<o
0 1 X
Hinh 28

D6 thi cia ham s6 lu¥ thira y = x* luén di qua diém (1 ; 1).

Trén Hinh 28 12 dé thi cha ham s6 luy thira trén khoang (0 ; +o0) ing véi
cdc gia tri khac nhau cia a.

| CHUY

i Khi khao sat ham luy thita v6i s6 mil cu thé, ta phai xét ham
| s6 do6 trén toan bo tap xac dinh cua né.

Du6i day 12 dang d6 thi ciia ba ham s6 : y = x> (H. 29a), y = x ™2 (H. 29b),
y = x® (H. 29¢).
|

|

y A YA y A
0 x
0 x O x
a) b) c)
Hinh'29
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3

Vidu 3. Khio sit su bién thién va v& dé thi ciia ham s6 y=x 4,

1. Tap xdc dinh : D = (0 ; +00).
2. Su bién thién

7
Chiéu bién thién : ¥ = —gx 4,

4
Ta c6 y' < 0 trén khoang (0 ; +00) nén ham s6 di cho nghich bién.

Tiém cén : lim y =+c0, lim y=0.

x._)0+ X—>+00
Yy 1
Do thi c6 tiém can ngang 1a truc hoanh va
c6 tiém cén ding 12 truc tung.

Bang bién thién

X 0 +00
, 2
y I 1 _____ 4
+00 !
3. D6 thi (H.30). Hinh 30

Bang t6m tit cac tinh chat ctia ham s6 luy thira y = x% trén khoang (0 ; +o0)

a>0 o T
 DPao ham L §'= gl 3= gr®l,
_ Chiéu bién thien | Ham s6 luon dong bién. | Ham s6 luon nghich bién.
L X ) Tiém can ngang 12 Ox,
Unen SI00E da, tiém can diing 12 Oy.
Dothi = D6 thi luon di qua diém (13 1)

Bdi tép

1. Tim tap xdc dinh cha cdc ham s6 :

3
2yl =i B b) y =2 -x%)5;
c) y=(u?-p72; dy =2 - x-2)V2.
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2. Tinh dao ham ctia cdc ham s6 :
2 3 2 3
a) y=(2x" —x+13; b) y=(4-x-x)4;
£

&) y=Gx+D2; 8 y=-n".

3. Khao sét su bién thién va vé d6 thi clia cdc ham s6 :
o

a) y=x3; b)y=x_3.
4. Hay so sanh cdc s6 sau voi 1 :

a) (4,1%7; b) (0,2)>%;

¢) (0,7 d) (3)*4.
5. Haiy so sanh céc cap.s6 sau :

2,3 2,3
) G172 va (4,372 ; b) G%) va (%) L0 (0,3%va 0.2
LOGARIT

[ - KHAI NIEM LOGARIT
ot

Tim x dé :

. 1 : 1
X - S X _g]- At it
a)2 . b) 2 . c)3-=81; d) T
Cho s6 a duong, phuong trinh
a® =b
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dua dén hai bai todn ngugc nhau :
* Biét «, tinh b.

* Biét b, tinh a.




Bai todn thu nhaét 1a tinh luy thira v6i s6 mii thuc clia mot s6. Bai todn thi
hai dan dén khdi niém 1dy logarit ctia mot s6. Nguoi ta chiing minh duoc

rang v6i hai s6 duong a, b, a # 1, luon tén tai duy nhit s6 asao choa® = b.
1. Dinh nghia

Cho hai s6 duong a, b v6i a # 1. S6 @ thoa man ding thic

a%® = b duoc goi la logarit co so a cua b va ki hiéu 1a log, b.

a=logab<:>aa:b (@, b>D,a= 1}

Vidul

—2
a) log, 8 =3 vi 2% = 8. b) log; 9 = 2 vi (%) =9,
‘ 3
2

h 1
a) Tinh log, 4, log, —.
) 84 logy =
2
b) C6 s6 x, y nao d€ 3* =0, 2¥ =3 hay khéng ?
CHU Y
Khong c6 16garit ctia s6 4m va s6 0.
2. Tinh chat

Cho hai s6 duong a va b, a # 1. Ta c6 céc tinh chat sau day.

log,1=0, log,a =1,

a%8a? = b log,(a%) = a.

3
ﬁ Hay chdng minh céac tinh chat trén.
Vidu2
2log; 5 ( log 5)2 2
a)3 e = (3es = 5% = 25.
1 -3
b) log; 8 = log, (5—) = -3,

2 2
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A%
log i 1 1035%
Tinh 4 27,( ) .

25

II - QUY TAC TINH LOGARIT

R
Cho b =23, b, =2°,
Tinh log, b, +log, b, ; log,(hh,)va so sanh cac két qua.

1. Légarit cua mét tich

PINH Li 1

Cho ba s6 duong a, by, by v6i a # 1, tacod

loga (ble) o ]oga bl + loga b2 :

Logarit ciia mot tich bdng tong cdc logarit.
Chitng minh. Dat oy = log, by, a, =log,b,, tacod
) +a, =log, b +log,b,. (1)
Mat khic, vi by = a®, by = a®, suy rabb, = a®1.a% = a"17%2.
Do dé a; + ay =log,(b1bhy). 2)
Tu (1), (2) suy ra
log,(biby) = log, by +1log, by. -
Vidu 3. Tinh logg 9 + logg 4.
Gidi. logg 9 + logg 4 = logg(9.4) = logg 36 = 2.
CHO ¥
Dinh 1i 1 c¢6 thé m& rong cho tich chia n s6 duong :
log,(byby...b,) = log, by +log, by +... +10g, b,
(a, by, by, ..., b, >0,a #1).
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]%e

Tinh log, 2+2log, %Hog

1

2 2 2
2. L
A

b . 2
Cho b =2°, by =2’ Tinh log, b, —log, by, l°gz;1‘ va s0 sanh cac két qua.
)

oo | W

6garit cua mét thuong

DINH L 2

Cho ba s6 duong a, by, by v6ia#1,tacé

Ioga% = loga bl - loga b2 ¢

Logarit cia mot thuong bdang hiéu cdc légarit.

Dic biét loga% =-log, b | (b>0).

Dinh i 2 dwgc chiing minh twong ty Dinh 1 1.

Vi du 4. Tinhlog, 49 — log, 343 .

Gidi. log; 49 - log; 343 = log, % = log7;]1- = -log;7 = -1.

3. Logarit cia mét luy thira

DINH Li 3

Cho hai s6 duong @, b ; a # 1. Véi moi ¢, ta cé

log, b%* = alog,b.

Légarit cia mét luy thiva bdng tich cia s6 mi véi ldgarit ciia
co $0. '

Dic bieét log, 4% = L1og b.
n
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Chitng minh. Dat § =log, b thi b = aP.
Do dé b% = (aP)* = a%.
Suy ra aff = log, b*hay alog, b = log, b*. =

Vi du 5. Tinh gi4 tri clia c4c biéu thic :
= 1
a) log, 47; b)logs v/3 — ~logs15.

Gidi
1 2. i 5
a) logy 47 = log, 27 = g anT

b) logS\/—3_ —%log:; 15 = log5\/§ - logSﬁg

1

V3 1 —

111 - pOI CO SO
A
Choa=4,bh=64,c=2.Tinh log, b, log.a, log_b.

Tim mot hé thiic lién hé gitta ba két qua thu dugc.

DINH Li 4

log,. b
{ Cho ba s6 duong a, b, c véia#1,c#1,tacé log,b = s el j
log.a

1
logy, a

Dic biét log, b = b = 1)

logaa b= élogab (@#0).
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Chitng minh. Theo tinh chét cha logarit va Pinh 1i 3, ta c6
log, b = log, (a8 = log, b.log,. a.
Via #1 nén log,.a # 0. Do dé

b:lo_g('_b_ e

log
log,.a

a

IV - VI DU AP DUNG

Vidu 6. Tinh :

: log ;| 2
a) 28415, b)3 7

Gidi

a) Ta cdlog, 15 = log, 15 = %logz 15 = logy V15 .

Do dé 2108415 _ plogy V15 _ J1s.

1 L 1
b) Vilog; 2 =log, 32 =—-=log;2 =log:2 3 =logy—
) g% 833 31083 g3 g3 %
1
log ; 2 logy—
nen3 2 =3 2 =%.
2
Vidu7. Choa = log, 20. Hay tinh log,, 5 theo c.
Gidi. Ta c6
a = log; 20 = log,(22.5) = 2log, 2 + logy 5 = 2 + log, 5,
suy ra log)5=a -2.
log, 5 -2
Vay logyy5 = —22> - &
log, 20 a

Vi du 8. Rt gon biéu thirc

1
A =log; 7+ 2logyg49 - lo —.
g% g9 gﬁ.,
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Giai. Ta co
A=log,,7+2log, (7%) - log ; (771
: : 32
= —logy 7 + 2log3 7 + 2logz 7 = 3log3 7.
Vidu 9. So sanh cac s6 log, 3 va logg 5.
Gidi. Data = log, 3, 8 = logg 5.

Tacoé 2% :3>21néna>1;6ﬂ =5<61nénﬂ<l.
Suyraa > f.
Vaylog, 3 > logg 5.

V - LOGARIT THAP PHAN. LOGARIT TU NHIEN
1. Légarit thap phan
" Logarit thap phan 1a logarit co s6 10.
log;ob thudng dugc viét 1a logb hoac 1gb.

2. Logarit tu nhién

n
Ngudi ta chimg minh dugc diy s6 (u,)V0i u, = (1 + —l—j c6 gi6i han la
n

mot s6 voO ti va goi gidi han do lae,

1 n
e= lim (1+—) ;
n—»+x0 n

Mot gid tri gin ding cla e 1a e 2,718 281 828 459 045.

| “ Logarit tuy nhién 1a 1ogarit co s6 e.
log, b duoc viét 1a Inb.

| CHU Y

|

|

Muén tinhlog, b, v6i a # 10 vaa # e, bing mdy tinh bd tui,

ta c6 thé sir dung cong thiic ddi co s6.
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Chang han,

log, 3 = 1°g§ = 1,584 962 501.

log
log;0,8 = 198 _ 4503114 013,
Bai tap
Khong sir dung mdy tinh, hay tinh :
a) 1og2-;—; b) log; 2;
4

c) log3 ¥3; d) logg 50,125.
Tinh :
& 9log\/§ 2 ; d) 4log8 27'

Riit gon biéu thirc :
a)logs 6.1ogg 9.1ogg 2 b) log, b” + log » b*.
So sdnh cac cap s sau :
a) logz5va log; 4 ;
b) logp32va logs3 ;
c) log, 10va logs 30.
a) Cho a = logs( 3, b =logsy5. Hay tinh logs,1350 theo a, b.
b) Cho ¢ =log;53. Hay tinh log,515 theo c.
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Al DA PHAT MINH RA LOGARIT ?

Né-pe (John Napier) la nha toan hoc Xcét-len (Scotland).
Ong sinh nam 1550 tai Me-ti-ston (Metiston-Casl), gan
thanh phé E-din-boc (Edinburgh) va tét nghiép trudng
Dai hoc Téng hap E-din-boc.

Né-pe la ngudi phat minh ra I6garit. Thuat ngr "Logarit" do
ong dé nghi xudt phat tir su két hop hai tir Hi Lap A6éyog (doc
la "logos" cb nghia la ti s8) va 'apiOu 6¢ (doc 1a "aritmos” co
nghia 1a s8). Trong toan hoc ¢, binh phuong, lap phuong, ...
dugc goi la cac t/ s6 kép, bdi ba,... Nhu vay déi véi Né-pe, tir
A6y0s 'api Buds cb nghia la "sé ti s6". Logarit duoc Né-pe xem
la s6 tro giup dé tinh ti s6 clia hai s6. J. Napier
Trong tac pham "Mb ta bang logarit ki diéu” (1614), Né-pe dua ra dinh nghia va
cac tinh chéat cua loégarit.

Binh nghia l6garit clia Né-pe vé thuc chét tuong duong véi dinh nghia ham sé
I6garit théng qua phuaong trinh vi phan. Con tinh chat cac légarit cia 6ng phan
nao phuc tap hon céac légarit thong thudng vi légarit clia 1 lai khac 0.

Tac phdm "Xay dung bang logarit ki diéu" (1616) clia Né-pe trinh bay nhimng
nguyén li tinh toan cac bang légarit.

Trong céc céng trinh clia Né-pe con cb cac bang ldgarit tdm chit s6 cda sin,
cosin va tang cla cac goc tir 0° dén 90°, cach nhau tiing phuat. Thoi ki d6, ngudi

ta 1dy sin90° 1a 107 va thudng hay nhan v6i né nén Né-pe xay dung cac bang
I6garit sao cho Iogarit cla 107 bang 0. Légarit sin clia nhimg géc khac, bé hon 107,
trong cac bang d6 déu duong.

Né-pe khoéng dua vao khai niém co sé clia légarit. Logarit clia s6 N cla 6ng trong

7
9 2 o , a . 2 P 2 N 1

ki hiéu hién dai xap xi 107 In % Co s6 cac légarit cha Né-pe gan bang—.
(4

Thuat ngd "Logarit tu nhién" do Men-go6-li (P. Mengoli — 1659) va Men-ca-to
(N. Mencator — 1668) dua ra. Ki hiéu InN thay cho légarit tu nhién cla s6 N do
Prin-xém (A. Pringsheim) dua ra nam 1893. Bdi vay, viéc goi légarit tu nhién la
l6garit Né-pe khéng c6 ca sd. Tuy nhién, ngudi ta van thudng goi nhu vay cé 1€ la
do da gan légarit tu nhién v6i tén ngudi thiét 1ap bang I6garit dau tién.

Ngoai ra, Né-pe con |a tac gia cia mét loat cac cong thirc danh cho viéc gidi cac

tam giac cau, rét tién Igi cho viéc 18y l6garit.
Ngay 4-4-1617, Né-pe qua ddi tai chinh qué hudng minh.




// HAM SO MU. HAM SO LOGARIT

I - HAM SO MU

Vidu 1. Bai toan "lai kép"
Mot ngudi gui s6 tién 1 triéu déng vao mot ngan hang véi 1ai sudt 7%/nam.
Biét rang n€u khong rut tién ra khoi ngan hang thi cit sau méi nam, s6 tién 1ai
s€ duoc nhép vao von ban dau (nguoi ta goi d6 la 1ai kép). Hoi nguoi dé duoc
linh bao nhiéu tién sau n ndm (n € N'), néu trong khoang thoi gian nay
khong it tién ra va 1ai suat khong thay déi ?
Gidi. Gia sin > 2,datP=1,r=0,07.
* Sau nam thit nhat
Tiénlaila T; = Pr=1.0,07 = 0,07 (triéu dong).
S6 tién dugce Iinh (con goi 1a vén tich luy) 1a :

B =P+T, =P+ Pr=P(l+r) = 1,07 (triéu déng).
* Sau nam thi hai

Tiénlaila T, = Ar =1,07.0,07 = 0,0749 (triéu dong).
Véntichlugla P, = B +T, = B+ Br = (1 +7) =
= P(1+7)° = (1,07)? = 1,149 (triéu dong).
* Tuong tu, von tich luy sau » nam l1a
P, = P(1+r)" = (1,07)" (tri¢u dong).
Vay sau n nam, ngudi dé duoc linh (1,07)" triéu dong.

Vi du 2. Trong Vat li, sy phan rd cla cic chit phéng xa duoc biéu dién
bang cong thic
t

= (1]
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trong d6 my 1a kh6i lugng chét phéng xa ban ddu (tai thdi diém ¢ = 0), m(r)
la kh6i lugng chét phong xa tai thoi diém ¢, T 12 chu ki ban rd (tic la
khoang thdi gian dé mot nira s6 nguyén tir cia chat phong xa bi bién thanh
chit khac).

Vi du 3. Dan s6 th€ gidi dugc udc tinh theo cong thic S = Ae”i,trong dé A
l1a dan s6 ciia nam 14y lam md&c tinh, S 12 dan s6 sau » nam, / 1a ti 1& tang
dan s6 hang nam.

1

ﬁCho biét nam 2003, Viét Nam c6 80 902 400 ngudi va ti |é tang dan s6 1a 1,47%.
Hoi n&m 2010 Viét Nam sé c6 bao nhiéu ngudi, néu ti 1& tang dan sé hang nam
khéng ddi ? :

Nhimg bai todn thuc t€ nhu trén dua dén viéc xét cdc ham s6 c6 dang y = a”.
1. DPinh nghia

" Cho a 1a s6 thuc duong, khac 1.

Ham s6 y = a”* dugc goi 12 ham s6 mii co s6 a.

2
ﬁTrong cac ham sé sau day, ham s nao |a ham sé mi ? V6i co sé bao nhiéu ?
B
a) }’=(\/§)X; b)y=53; c)y=x_4; d) y=47".
2. Pao ham cta ham sé mii

Ta thira nhan cong thic

lim = 1. (1)

DINH Li 1

Ham s6 y = ¢* c6 dao ham tai moi x va

(€)' =e*.

Chitng minh. Gia sir Ax 1a s6 gia cua x, ta cé

Ay = e¥TAY _ ¥ = X (e - 1).
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Do do6

& B et eA.\' _1

Ax Ax
Ap dung (1), ta c6

Ax

im & 11

Ax—0 Ax
T d6 suy ra

y'= lim = e’ n

Ax—0 Ax

CHU Y
Cong thitc dao-ham ctia ham hop d6i v6i ham s6 e (u = u(x))
c6 dang (¢") =u'.e".

DINH Li 2

Ham s6 y =a” (a >0, a # 1) c6 dao ham tai moi x va

(@) =a*Ina.

Chirng minh. Ta c6

X Ina*

xIna
a =e =¢€ 3

bat u(x) = xIna, theo Chu y trén, ta dugc
(a®)' =(e'rlna)' =e"‘]n“(x1na)' =a*lna. B
CHU Y

D6i v6i ham hop y = a“™, ta c6

(@) =d"Ina.u'.

2
Vidu 4. Him s6 y = 8° "**1 ¢6 dao ham 1a
2 2 ’
y' =8 (32 L x +1)'In8 = 8% ***(2x + 1)In8.
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3. Khaosathamsomii y=a* (a>0,a#1)

y=a'\',a>1

y=a*, Bca<l

1. Tap xac dinh : R.

2. Su bién thién

y'=a'lna>0 Vx.

Gi6i han dac biét ;

lim ¢ =0, lim a* = 4.

X—>—0 X=>»+®0
Tiém can :
Ox la tiém can ngang.

3. Bang bién thién

}

4. Do thi (H.31)

VA y=a*
@a>1)

a
1
_—/
(@

s

Hinh 31
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=Y

1. Tap xdc dinh : R.
2. Su bién thién

y'=a*lna<0 Vx
Gi6i han dac biét :

lim a* =+, lim a* =0.
X—>—© X—>+0
Tiém cén :
Ox 1a tiém can ngang.

3. Bang bién thién

X | —o0 0 1 +00
y 5 =+ =
y | +©
1
a
0

4. D6 thi (H.32)

ya

p—

=a* (0 <1

Il

ol 1 x

Hinh 32




Bang tom tit céc tinh chit ciia ham s6 mii y = a*

(—0 ; +00)

y'=a"lna

a > 1 : ham s6 lu6n dong bién ;
0 <a <1 :ham s6 luén nghich bién.

Ox 1a tiém can ngang.
di qua cdc diém (0 ; 1) va (1 ; a), nim phia
trén truc hoanh

(y=a" >0,VxeR).

II - HAM SO LOGARIT
1. Dinh nghia
u Cho a 1a s6 thuc duong, khéc 1.

Ham s6 y = log, x duoc goi 1a ham so6 logarit co s6 a.

Vidu 5. Cic ham s6 y = logz x, y = log x,y=log\/§x,y:1nx,y=10gx
4

la nhitng ham s6 16garit vé6i co s6 14n luot 1a 3, %, \/5 e va 10.

2. Pao ham cua ham sé logarit

Ta c6 dinh i sau day.
DINH Li 3

Ham s6 y = log, x (¢ >0, a # 1) c6 dao ham tai moi x > 0 va

(log, x)' =

xlna

Dac biét (Inx)' = l
X

o




CHU Y

D6i v6i ham hop y = log, u(x), ta co

(log, u)' =

ulna

Vidu 6. Him s6 y = log,(2x + 1) ¢6 dao ham la

y'=(log,(2x +1))' =

3

Qe S il

2x+DIn2  (2x+1DIn2’

Tim dao ham clia ham s6 y = In(x+ 1+x%).

3. Khao sat ham sé légarit y = log,x (a>0,a=1)

y =log, x,a>1

y =log, x, 0<a<1

1. Tap xac dinh : (0 ; +00).
2. Su bién thién

y'= 1 >0 Vx>O0.

xlna

Gidéi han dac biét :
lim log, x = —0,
x—07F

lim log, x = +co.
X—>+00

Tiém cén :
Oy la tiém can dung,
3. Bang bién thién

x |0 1 a 4o
y’ + + +
y +00
/
=i, 1)
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1. Tap xdc dinh : (0 ; +00).
2. Su bién thién

y' = 1 <0
xIna

Gi6i han dac biét :

Vx>0.

lim log, x = +x,
x—0"

lim log, x = —oo.
X —>+00

Tiém céan :
~ Oy latiém can ding,
3. Bang bién thién

x |0 a 1 +00

y s = it




4. Do thi (H.33) 4. Do thi (H.34)
Yy A Yy A

1__

=V
Q
[ IO
/
=V

y(= l:?ax y =log,x
& x1) O<a<l)
Hinh 33 Hinh 34

Bang tém tat cac tinh chat cia ham so y = log, x

Tap xacdinh | (0: +)
1

xlna

Bao ham y' =

L AA ~ | a>1:ham s6 luon dong bién ;
Chiéu bién thién , : s
0 <a <1:ham so6 luon nghich bién.

Tiém can Oy la tiém can ding.
' ' di qua cac diém (1 ; 0) va (a ; 1) ; ndm phia
| bén phai truc tung.

potl -

X i ] 1 X
Du6i day la do thi ciia cic hams6 : y = log x, y = (g) H3S5); y = logﬁ X
3
y = (\2)" (H.36).

yﬂ

RY

Hinh 35 Hinh 36
17




4
ﬁ Néu nhan xét vé méi lién hé gilta d6 thi clia cac ham sé trén méi Hinh 35, Hinh 36.

Nhdn xét. D6 thi cha cdc ham s6 y=a" va y = loga x (a > 0,a #1) déi xing
v6i nhau qua dudng thang y = x.

Bang dao ham cua cac ham s6 luy thira, mii, logarit

(V) = L ey = 5

2/x

(e*) = e*

(@*)' = a*Ina

(eu)v = el,luc

@) =ad".Inau’

(Inlxl)' = = (Inlul)' = £
X u
lo 1) = lo ‘=
( Sa b ) xlna ( 8a IMI) ulna
Bai tap
1. V& d6 thi clia cdc ham s6 :
| - LT
| a)y =4% ; b)y:(z),
1 2. Tinh dao ham cuta ciac ham s6 :
|
| 1
| a)y = 2xe* +3sin2x ; b)y = 5x% — 2* cosx ; C)y=X-: ;
3

3. Tim tap xac dinh cua cac ham s6 :

; a) y = log,(5 - 2x); b) y = logs(x® —2x);
} c) y=log;(x® - 4x +3); d)y = log0431x+2.
| 5
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4. VE d6 thi clia cac ham s6 :
a)y = logx; b)y =log; x.

S. Tinh dao ham cua c4c ham s6 :
a)y = x> Inx +4sinx ;

b)y = log(x? + x + 1) ;

log, x
c)y = gj :

PHUONG TRINH MU VA
PHUONG TRINH LOGARIT

I - PHUONG TRINH MU

Bai toan
Mot nguoi gii tiét kiém véi 1ai suat 8,4%/nam va 1ai hang nam duoc nhap
vao v6n. Hoi sau bao nhiéu nam ngudi dé thu dugc gdp doi s6 tién ban dau ?

Gidi. Goi s6 tién giri ban ddu 1a P. Sau » nim, s6 tién thu duoc 1a
P, = P(1 +0,084)" = P(1,084)".

Dé P

n

= 2P thi phai c6 (1,084)" = 2.
Do dé n = 10g1,084 2 = 8,59

Vi n la s6 tu nhién nén ta chon n = 9.
Vay mudn thu dugc gap doi s6 tién ban ddu, ngudi dé phai giri 9 nam.

* Nhimg bai todn thuc t€ nhu trén dua dén viéc gidi cdc phwong trinh c6 chia
4n s6 ¢ s6 mil clia luy thira. Ta goi d6 1a céc phiong trinh mi.

NX
Chang han, cdc phuong trinh 3" =8, (éj - iA + 3 =012 nhitng phuong
3
trinh mii.
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1. Phuong trinh mii co ban

Dé giai phuong trinh trén, ta st dung dinh nghia logarit.

Phuong trinh mil co ban c6 dang

a*=b@>0,a#1).

Véib>0,tacé a* =b < x=1log,b.

Véib < 0, phuong trinh vé nghiém.

Minh hoa bang doé thi

Hoanh do giao diém ctia d6 thi hai ham s6 y = @* va y = b 1a nghiém cua
phuong trinh a* = b.

S6 nghiém clia phuong trinh 12 s6 giao diém cta hai d6 thi .

R0 rang, néu b < 0 thi hai dé thi khong cat nhau nén phuong trinh v6 nghiém.
Néu b > 0 ta c6 hai d6 thi trén cdc hinh 37 va 38. Trén méi hinh, hai d6 thi

luén cét nhau tai mot diém nén phuong trinh c6 nghiém duy nhat.

ya YA
y=a*
@a>1)

\ b y=b
b N
_—/I/Ev y=b E 1 w< 1)
O| logyb x log,b O x

Hinh 37 Hinh 38

Két ludn

Phuong trinh ¢* =b(a >0,a # 1)

b>0 c6 nghiém duy nhét x = log, b

b<0 vO nghiém
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Vi du 1. Gii phuong trinh 2271 4+ 4¥+! =5
Gidi. Dua vé trdi vé cling co s6 4, ta duoc

24% 444 = Shay 4% = 10,
2 9

Vay x = logy 1—90-

2. Cach giai mot s6 phuong trinh mii don gian
Ngudi ta thudng sir dung cic phuong phép sau dé giai mét s6 phuong trinh mii.
a) Pua vé cung co sé

A
Gidi phuong trinh 6> =1 bang cach dua vé dang «*® =aB® va gial phuong

trinh A(x) = B(x).

) x+1
Vi du 2. Giai phuong trinh (1,507 = (—3-) .

. 2 . ’ N N . 3
Giai. Dua hai v€ vé ciing co s6 E,ta duogc

(3)5/\'—7 B (3j—x—1
2 ’ :
Dodé 5x—7=-—x-1< x=1.
Vay phuong trinh c6 nghiém duy nhat x = 1.
b) Pat 4n phu
Vidu 3. Giai phuong trinh 9% — 4.3 - 45 =0.
Gidi. Dat + = 3", ta c6 phuong trinh

2 —4t-45=0, t > 0.

Giai phuong trinh bac hai nay, ta dugc hai nghiém h =9 tp =-5.
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Chi c6 nghiém #; = 9 thoa man diéu kién ¢ > 0.

Vay 3* =9, dodé x=2.
2

Giai phuong trinh —;-.52*' +5.5 =250 bang cach dit &n phu 1 =5".

¢) Logarit hoa

Vi du 4. Giai phuong trinh 325 1,

Gidi. L4y logarit hai v€ véi co s6 3 (con goi 1a [égarit hoa), ta dugc
10g3(3x.2X2) = logz 1 < logz 3" + log; 2¥ =0,

Tir d6 ta c6
x+x2log32 = 0<>x(1 + xlogz 2) = 0.

Vay phuong trinh da cho c6 cédc nghiém la

xp=0va xp = - = —log, 3.

10g3 2

II —- PHUONG TRINH LOGARIT

Phuong trinh 16garit 12 phuong trinh c6 chia 4n s6 trong biéu
thic dudi dau logarit.
Chéng han, c4c phuong trinh
log; x =4 vélogix —2logyx+1=0
2
la nhitng phuong trinh 16garit.
1. Phuong trinh légarit co ban
3

B&ng dinh nghia l6garit, hay tinh x, biét réng log, x =% .
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" Phuong trinh l16garit co ban c¢6 dang

log,x=b(a>0,a#1).

Theo dinh nghia 16garit, ta c6

log(,x=b<:>x=ab.

Minh hoa bdng do thi
V& do thi ham s6 y = log, x va dudng thing y = b trén cing mot hé truc
toa do (H. 39 va H. 40).

y“ yu
y =log,x 5 \ y=b
(@a>1) :'\
ab ! s
[9] 71 X 0| ab 1 X
7 -k
/ y =log,x
O<a<l
Hinh 39 Hinh 40

Trong cé hai truong hop ta déu thdy d6 thi cia cdc ham s6 y = log, x va
dudng thing y = b luén cit nhau tai mot diém véi moi b € R.

KET LUAN

Phuong trinh log,x =b (a >0,a #1) luén c6 nghiém du

nhét x = a” véi moi b.

Cach giai mét sé phuong trinh ldgarit don gian

Nguoi ta thuong sir dung cdc phuong phap sau dé gidi mot s6 phuong trinh
logarit.

a) Pua vé cung co so

4
Cho phuong trinh log, x +logy x =6 . Hay dua cac légarit & vé trai vé cling co s6.

83




Vidu 5. Giai phuong trinh log; x + logg x + logy7 x = 11.
Gidi. Dua cac s6 hang & v€ trdi vé cuing co s6 3, ta dugc
logz x + 10g32 x + log33 x =11
1 1
< logz x + 510g3 X+ glog3x =11 <logyx =6.
Pay la phuong trinh l16garit co ban.
Vay x = 3% =729

b) Pt 4n phu

% 5
Gidi phuong trinh log3 x—3log, x+2 =0 béng cach dat &n phur=log, x.

Vi du 6. Giai phuong trinh : + 2 =
S—logx 1+logx

Gidi. D€ phuong trinh c6 nghia, ta phai c6 x > 0, logx # 5va logx # —1.
bat t =logx (¢t # 5,t # —1), ta dugc phuong trinh

1 2
_—t—=1.
S5—t 1+t

Tur d6 ta c6 phuong trinh

1+t+25-0)=0B-0)1+1)

<:>—t+11=—t2+4t+5<:>t2—5t+6=0.

Giai phuong trinh bac hai theo ¢, ta dugc hai nghiém # =2, #, =3 déu

thoa man diéu kién ¢ # 5, t # —1.

Vay logx; =2, logxy =3 nén x; =100, x, =1000.

ﬁ 6
| 2. g
| Giai phuong trinh log, x+log§ x=2,

2
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c) Mii hoa

Vi du 7. Giai phuong trinh log,(5-2") =2 - x.

Gidi. Theo dinh nghia, phuong trinh di cho twong duong véi phuong trinh
9l0gy(5-2%) _ 92-x

(Phép bién déi nay thudng duoc goi 1a mii hod). Tix d6 ta c6

s_2¢ =2 02 _s52% 440

2,\

bat + = 2" (+>0), ta c6 phuong trinh bac hai t> =5t + 4 =0 v6i hai nghiém
duong t =1, t =4. Vay nghiém cua phuong trinh dd cholax =0, x = 2.

Bai tap
Giai cac phuong trinh mi :
1 X
a) 0,32 =1; b) (g) _ 25,
2 &

C) 2,\ —=3x+2 e 4; d) (0’5),\"{'7'(0’5)1'—2)( = 2.
Giai cac phuong trinh mi :

a) 32571 4 32% — 108, by 2%+ %=Ly oF 298,

c) 64 -8 -56=0; d) 3.4% -2.6* =9~

Gidi cac phuong trinh logarit :
a) logz(5x +3) = log3(7x + 5);
b) log(x — 1) — log(2x — 11) = log?2;
c) logy(x —35) +1logy (x + 2) = 3;

d) log(x? — 6x + 7) = log(x — 3).
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Giai cdc phuong trinh l6garit :

a) llog(x2 + x —5) = log5x + logi;
2 Sx

b) %log(xz —4x —1) = log8x — log4x;

c) logﬁx + 4logy x + logg x = 13.

BAT PHUGNG TRINH MU VA LOGARIT

I - BAT PHUONG TRINH MU

g 8

86

Bat phuong trinh mii ¢co ban

Ta xét bat phuong trinh danga™ > b.

Bit phuong trinh mil co ban c¢6 dang a* > b (hodc a* 2 b,

a* <b, a* <b)véia>0,a=1.

* Néu b <0, tap nghiém cua bat phuong trinh 1AR via® > b Vx € R.
* Néu b > 0 thi bét phuong trinh twong duong véi a* > a'%8?

V6i a > 1, nghiém cta bat phuong trinh 12 x > log, b .

V610 <a <1, nghiém cua bat phuong trinh 12 x < log, b .

Vidul

a) 3X>81<:>x>log381<:>x>4;

X
b)[—i—] >32 < x<log;32 e x<-5.
2




Minh hoa bdng do thi

V& d6 thi ham s6 y = ¢* va dudng thang
y = b trén cing mot hé truc toa do.

Trong trudng hgp @ > 1 ta nhan thay :
e Néu b < 0 thi a* > b véi moi x. I

e Néub>0thi a* > b v6i x > log, b (H.41).

Q —_
~<

I
>

log, b

Hinh 41
YA
Truong hgpO0<a<1,tacod:
e Néu b <0thi a* > b v6i moi x. 3
=b
« Néu b > 0 th a*>b véi ; d
x < log, b (H. 42). |
! 1 WG< 1)
log,b 0 x
Hinh 42

Két ludn. Tap nghiém ctia bat phuong trinh ¢* > b duge cho trong bang sau :
o R ,? :

(log, b ; + )

}%1

Hay 1ap bang tuong tu cho cac bat phuong trinh a* 2 b, a* <b, a* <b.
2. M6t s bat phuong trinh mii don gian |

2
Vi du 2. Gidi bt phuong trinh3* ¥ < 9.
Gidi. Bat phuong trinh da cho c6 thé viét & dang
2
3 =X g 32

Vi co s6 3 16n hon 1 nén x? — x < 2.
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Day la bat phuong trinh bac hai quen thudc. Giai bit phuong trinh nay, ta
duoc -1 <x < 2.

Vay tap nghiém cia bat phuong trinh da cho 1a khoang (-1 ; 2).
Vi du 3. Giai bat phuong trinh 4% — 2.52% < 10%,

Gidi. Chia hai v€ clia bét phuong trinh cho 10%, ta dugc
X X
(5 -3) <
5 2
X
biat ¢ = (—j (t>0), ta c6 bat phuong trinh

2
t—g<1hayt—L—2<O.
t t

Giai bat phuong trinh nay véi diéu kién ¢ > 0, ta dugc 0 <t < 2. Do d6

X
0<(—2-) <?2.
5

Vico s6 % nho hon 1 nén x > log, 2.
5
Vay tap nghiém cua bat phuong trinh da cho la(log, 2 ; +).

5
R
Gidi bat phuong trinh 2* +27* -3 <0.
II - BAT PHUONG TRINH LOGARIT

1. Bat phuong trinh 16garit co ban

Bat phuong trinh l6garit co ban c6 dang log, x > b (hoac
log, x 2 b, log,x <b,log,x<b)véia>0,a#]1.

Xét bat phuong trinh log, x > b.
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Truong hgpa > 1, taco
log, x>b & x > a”.
Truong hop0 < a <1,tacod
logax>b<:>0<x<ab.
Vidu4

a)logy x> 7 < x >27 < x> 128.

3
b)log1x>3c>0<x<(%] <:>O<x<%.
)

Minh hoa bang do thi

V& d6 thi ham s6 y = log, x va dudng thang y = b trén ciing mot hé truc toa do

(H. 43, H. 44). o
yA

y = log ox

a
, (@>1) 0 1\ x

b
y = logx
O<ax<l)

weia] B

P
<
1}
o
=y
<
I
>

Hinh 43 Hinh 44

Quan sét do6 thi, ta thay :

Trudng hop a > 1: log, x > bkhi va chi khi x > a”,

Trudng hop 0 <a < 1: log, x > bkhi va chi khi 0 < x < a”.

Két ludn : Nghiém ctia bat phuong trinh log, x > b dugc cho trong bang sau :

ﬁ Hay 1ap bang tuong tu cho cac bat phuong trinh log, x> b, log, x<b, log, x<b.
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2. Mét sé bat phuong trinh I6garit don gian

Vi du 5. Giai bit phuong trinh log 5(5x + 10) < logg 5(x* + 6x + 8).
Giadi. Diéu kién cua bat phuong trinh da cho 1a

{5x+10>0 {x>—2

& x> -2

X2 +6x+8>0 x < —4 hodc x > =2

Vi co s6 0,5 bé hon 1 nén véi diéu kién d6, bat phuong trinh da cho tuong
duong véi bat phuong trinh 5x + 10 > x* + 6x + 8

<:>x2+x—2<0c>—2<x<1.

| Két hop v6i diéu kién, ta dugc tap nghiém cta bat phuong trinh da cho la
l khoang (-2 ; 1).

Vi du 6. Giai bit phuong trinh log, (x — 3) + log, (x —2) < 1.

cho twong duong véi
log,[(x = 3)(x = 2)] < log, 2.

Vicos6216nhon 1 nén(x —3)(x —2) < 2.

Giai bat phuong trinh ndy, ta tim duge 1 < x < 4. Két hop véi diéu kién x > 3,

|
Giai. Diéu kién cta bat phuong trinh 12 x > 3. Khi d6, bat phuong trinh da
} ta duoc nghiém cita bt phuong trinh da cho 12 3 < x < 4.

4
ﬁGiéi bat phuong trinh log  @x+3)>log, Bx+1).

|
|
} 2 2
\
Bai tap
1. Giai cac bit phuong trinh mi :
2x2 —-3x
2. i
a) 2% +3x <4 b) (Z) > _9_;
9 7
c) 3¥+2 1 3571 < 28, d4* <325 4350,
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2. Giai cac bat phuong trinh logarit :
a) logg(4 —2x) 22 ;

b) log; (3x = 5) > logy (x + 1) ;
5 5

c) logyp x —logs(x —2) < logp,3 ;

d)log3 x — Slogy x + 6 < 0.

On tap chuong 2

Hay néu cac tinh chat cla luy thira véi s6 mil thuc.
Hay néu cdc tinh chat ciia ham s6 luy thira.

Hay néu céc tinh chit cia ham s6 mii va ham s6 logarit.

- o L o

Tim t4p xac dinh clia cdc ham s6 :

1 X
a = ; b =1lo :
)y —r Iy =08 5

¢) y =logVx? — x —12; " d) y =v25° - 5%,

5. Biét 4* + 47 =23, Hay tinh 2* + 27",

6. Cho log,b =3, log, ¢ = —2. Hay tinh log, x v6i :

43
a)x=a3b2\/;; b)x=a\3/E.
o

Giai cac phuong trinh :

a) 3X+4 o, 3-5X+3 = 5X+4 s 3X+3; b) 25X . 6.5x + 5 = O;

c) 49 +12* -3.16" =0; d) log;(x —1)logy x = log; x.

x+ 8

e) log3x+logﬁx+log1x=6; f) log = log x.

3

X —




8. Giai cac bat phuong trinh :
g) 291 4 92¥r2 4 923 5 448

b) (0,4)° —(2,5)* >1,5;

c) log{logl (x2 - 1)} &1
2

d) log§, x — Slogy, x < —6.

B&i tép trdc nghiém

X —

1. Tap xéac dinh ciia ham s6 y = log la:
(A) (-0 ;1) U (2;+ ) ; B)(1:2);
(C) R\ {1}; (D) R\ {1; 2}.

2. Chon khéng dinh sai trong cdc khang dinh sau :

(A) Inx>0=x>1; (B) logyx <0=0<x<1;

(C) logya>log; b a>b>0. (D) log; a =logy b<>a=5b>0.
3 3 2 3

3. Cho ham s6 f(x) = In(4x — xz). Chon khéng dinh ding trong cac khing

dinh sau :
A f'2)=1; B)f'2)=0;
O f'GS)=12; D)f'(-1)=-1,2.
4. Cho ham s6 g(x)=log; (x> —5x+7). Nghiém cta bit phuong trinh
2
gx)>01a:
(A)x>3; (B) x <2 hodc x>3;
OC)2<x<3; (D) x < 2.
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5. Trong cac ham s6 :

i 1
R | oy [ TR -y w ,
Sin x COSx COSXx
ham s6 nao c¢6 dao ham la ?
COS x
(A) flx) ; (B) g(x) ; (©) h(x); (D) g(x) va h(x).

2 )
6. SG nghiém cha phuong trinh 22° 7% = [ 1a:
(A)O; B)1; (C) 24 (D) 3.

7. Nghiém cla phuong trinh 10'°8° = 8x + 5 1a:

1 5 7
A)O; =y = 5) s
(A)O; (B)z, (C)S’ ()4
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d 7 NGUYEN HAM

I - NGUYEN HAM VA TINH CHAT

1. Nguyén ham

1
ﬁ Tim ham s6 F(x) sao cho F '(x) = fix) néu :

a) fix) = 3,\'2 V@i x € (o0 ; +o) ; b) f(x)= 12 vli xe [—E : E).
COoS X 2 2
Ki hiéu K la khodng ho#c doan ho3c nlra khoang cia R.
DINH NGHIA

Cho ham s f(x) xac dinh trén K.
Ham s6 F(x) duoc goi 1a nguyén ham cia ham s6 f(x) trén K
néu F '(x) = f(x) v6i moi x € K.

Vidul

a) Ham s6 F(x) = x* 1a mot nguyén ham cua ham s6 f(x) = 2x trén
khoang (=0 ; +0) Vi F '(x) = (x?)' = 2x, x € (— ; +®).

. 1
b) Ham s6 F(x) = Inx la mot nguyén ham cua ham s6 f(x) =— trén
X

khoang (0 ; +) vi F '(x) = (Inx)' =l, x € (0; +o0).
X

ﬁ 2
Hay tim thém nhiing nguyén ham khac cla cac ham s néu trong Vi du 1.

DINH Li 1

Néu F(x) 1a mot nguyén ham ciua ham s6 f(x) trén K thi
v6i mbi hing s6 C, ham s6 G(x) = F(x) + C ciing 1a mét
nguyén ham cua f(x) trén K .

% 3
Hay chdng minh Dinh li 1.
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DINH Li 2

Néu F(x) 1a mot nguyén ham ctiia ham s6 f(x) trén K thi
moi nguyén ham cua f(x) trén K déu c6 dang F(x) + C, v6i
C 1a mot hang s6.

Chirng minh. Gia st G(x) ciing 1a mot nguyén ham cua f(x) trén K, tic la
G'(x) =f(x), x € K. Khi do
Gx)-Fx)=G'x)-F'(x)=f(x)-f(x)=0,x € K.
Vay G(x) — F(x) 12 mét ham s6 khong ddi trén K. Ta c6
Gx)-Fx)=C =>Gkx)=Fx)+(C,x e K. ]
Hai dinh Ii trén cho thay :
Néu F(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén K thi
Fx)+C,CeR
la ho tat ca cdc nguyén ham cua f(x) trén K. Ki hiéu

[f(x)dx = Fo) + C.

CHU Y
Biéu thic f(x)dx chinh 1a vi phan cia nguyén ham F(x) cua
F(x), VidF(x) = F'(x)dx = f(x)dx.
Vidu?2

a) Véi x € (—o0 ; +00), IZxdr =x*+C;
b) Vé6i s € (0 ; +), Eds =Ins+C ;
c) Véit € (—o ; +), J.cosrdt =sint + C.
Tinh chat cia nguyén ham

TINH CHAT 1

([£eodx) = £

va [£odx = foy+C.




Tinh chat nay dugc suy truc ti€p tir dinh nghia nguyén ham.
Vi du sau day minh hoa cho tinh chat d6.

Vidu 3. Ta cé
(Icosxdx)' = (sinx + C)' =cosx
va _[(cosx)'dx = _[(—sin x)dx = cosx + C.

TINH CHAT 2

[if (rydx = k [ £y (k 12 hing s6 khac 0).

Chitng minh. Theo Tinh chat 1, ta cé

(k [reode) = k([feodx) = ko

Tirdé suy ra [kf (x)dx = k [ f(x)dx. B

TINH CHAT 3

[l£00 + g)]dr = [F0dx £ [grdx.

4
ﬁHéy chdng minh Tinh chat 3.

’ . 2 2
Vi du 4. Tim nguyén ham ctia hAm s6 f(x) = 3sinx + — trén khoang (0 ; +c0).
X

Gidi. VGix € (0;+), ta cod

I(%inx o 2)dx - 3jsinxdx i 2jldx = -3cosx+2Inx+C.
X

X
3. Su ton tai nguyén ham

Ta thlra nhéan dinh 1f duéi day.
DINH Li 3

[ Moi ham s6 f(x) lién tuc trén K déu c6 nguyén ham trén K.J
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Vidu 5
2
a) Ham s6 f(x) = xg c6 nguyén ham trén khoang (0 ; +) va
2 S
ngdx = %xg + C.

b) Ham s6 g(x) = : c6 nguyén ham trén timg khoang (km ; (k + 1)7)
sin“ x

(ke Z) va

j 12 dx = —cotx + C.
sin” x

Bang nguyén ham ctia mét s6 ham sé so cap

:

5
Lap bang theo mau dusi day réi dung bang dao ham trang 80 va trong SGK Dai s6

4
a Gial tich 11 dé dién cac ham sé thich hgp vao cét bén phai.
f'® o - et
0
axa—]

a*lna (a>0,a#1)

COSx

—sinx
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Tir bang cac dao ham, ta c6 bang nguyén ham sau day.

X
Jodx =c Jaxdxz-Cl——+C(a>0,a¢1)
Ina
j-dx=x+C jcosxdx=sinx+C
jx“dx= I H L Caz-1) jsinxdxz—cosx+c
a+1
jldx:ln|x|+c I 12 dx = tanx + C
X COS  .x
>Ie"'d,\:=ex+C "-.12 dx = —cotx.+ C
Sin- x

Vidu 6. Tinh :

a) J[Zx +—]dxtren khoang (0 ; +) ;

b) [(3cosx —3*"")dxtrén khoang (~oo ; +<0).
Gidi
a) Vi x € (0 ; +o0) tacd

2x2 +—]cn 2j x2dx + jx"%dx

1
=—§—x3+3x3 +C=—§-x3+3%/1+c.
b) Véi x € (—o ; +0) ta cd
x—1 2l |
j(3cosx—3 ydx = 3jcosxdx—5j3 dx
X x—1

= 3sinx — l—+C = 3sinx —
31In3 In3

+C.

CHU Y
Tir day, yéu cdu tim nguyén ham ctia mot ham s6 duogc hiéu 1a
tim nguyén ham trén timg khoang xac dinh cla né.
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II — PHUONG PHAP TiINH NGUYEN HAM

1. Phuong phap déi bién sé

%%6
a)Choﬁx-nmdx.Déh::x—Lhéyw&(x—nmdxanuvadu

b) Cho ["Xdx. Dat x=e, hay viét 2% dx theo ¢ va dr.
X X

DINH Li 1

Néu jf(u)du = F(u) + C va u = u(x) 1a ham s6 c6 dao ham
lién tuc thi '

[futu'x)dx = Fu) + C.

Chitng minh. Theo cong thitc dao ham cua ham hop, ta cé
Fux))" = F'(u).u'(x).
ViF'(u)=f(u) = fu(x)) nén (F(u(x)))' = fux)u'(x).
Nhu vay, cong thic J'f(u)du = F(u) + C ding khi u 1a bién s6 doc lap thi
cling ding khi # 1a mot ham s6 cta bién s6 doc 1ap x. i

HE QUA

If(ax+b)dx=lF(ax+b)+C (a #0).
a

Vidy 7. Tinh [sin(3x - 1)dx.
Gidi. Vi Isin udu = —cosu + C nén theo hé qua ta cé
[sin(3x — 1)dx = ——%cos(3x ~)+C.
CHU Y
Né&u tinh nguyén ham theo bi€n méi u (4 = u(x)) thi sau khi

tinh nguyén ham, ta phai tr& lai bién x ban ddu bang céach thay
u boi u(x).
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X
(x +1)
Gidi. Dt u = x + 1 thi du = dx. Khi d6, tich phan di cho tr& thanh

- 1
Iu ldu = J.(L —L)du = j14_4du - J.u_sdu =—l : + 1.— +C.
u5 4

Ll5 Ll4 3 Lt3 4 u

Vi du 8. Tinh dx.

Thay u = x + 1 vao két qua, ta dugc

[——dx = 1 3(1. 1 —1)+C.
(x +1) (x+1)°\4 x+1 3
2. Phuong phap tinh nguyén ham tirng phan

2 E\ ;
Tacb (xcosx)' = cosx — xsinx

hay —xsinx = (xcosx)' — cosx.
Hay tinh I(xcosx)'dx va J.cosxdx. Tu d6 tinh J‘xsinxdx.

DINH Li 2

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham lién tuc
trén K thi

Iu(x)v'(x)dx = u(x)v(x) — Iu'(x)v(x)dx.

Chitng minh. T cong thitc dao ham cta tich

(u(x)v(x))" = u'(xX)(x) + u(x)v'(x)

hay u(x)v'(x) = (u(x)v(x))'= u'(x)v(x),
ta cod Iu(x)v'(x)dx =.[(u(x)v(x))’dx — |u'(x)u(x)dx.
Vay [uov' odx = uCxyv(x) - ju'(x)v(x)dx. ]
CHUY
Vi v'(x)dx = dv, u'(x)dx'= du, nén ding thic trén con dugc
viét & dang

J’udv =uy — jvdu.

D06 1a cong thitc tinh nguyén ham timg phan.
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Vidu 9. Tinh

a) jxe“dx; b) J‘x cos xdx ; c) Iln xdx.

Giai

a)Datu=xva dv =e’dx, tacé du =dx va v =¢”*. Do dé
J-xexdr = xe* - J‘e'rdx =xe* —e* +C.

b) Patu =xva dv = cosxdux, tadugc du =dx va v =sinx. Vay

.[xcosxdx = xsinx — jsinxdx

hay _[xcosxdx=xsinx+cosx+C.

c¢)Patu =1Inx,dv=dx, tacé du = ldJ\ vav=x. Do dob
b5

Jlnxdx =xlnx — Idx =xlnx-x+C.

8
Cho P(x) la da thitc ctia x. Ti Vi du 9, hay 1ap bang theo mau duéi day réi dién u va
dv thich hop vao 6 tréng theo phuong phéap tinh nguyén ham timg phan.

J-P (x)e’dx IP(X) cos xdx J-P(x) In xdx

U P(x)
dv e*dx

Bai tap
Trong céac cap ham s6 dudi day, ham s6 nao 12 nguyén ham clia ham s6 con
lai ?

- ; . ..
a)e ~ va —e b) sin2x va sin“x ;

2
C)(l —g) e’ va (1 —i)e"{.
X X

Tim nguyén ham cua cdc ham s6 sau :

DR b) f) =21 .
VX e




¢) f(x) =—2—1—2— - d) f(x) =sin5x.cos3x ;

sin“ x.cos” x
e) f(x) = tan’x ; ) flx) =e>2% ;

1
h) f(x) —m.

3. Sur dung phuong phéap déi bién s6, hdy tinh :
a) [(1-x)’dx(dat u=1-x);

3
b) [x(1+x*)2dx (dat u =1+ %) ;

3

c) |cos” xsinxdx (dat ¢t = cosx) ;

d) j (datu =e* +1).
e +e
4. Si dung phuomg phép tinh nguyén ham tirng phén, hay tinh :
a) [xIn(l + x)dx; b) [(x* +2x - Dedx;

¢) [xsin(2x + dx: d) J'(l — x)cosx dx.

TICH PHAN

I - KHAI NIEM TICH PHAN

1. Dién tich hinh thang cong

1
ﬁ Ki hiéu T 1a hinh thang vuéng giéi han bdi dudng thdng y = 2x + 1, truc hoanh va hai
dudng thdng x=1, x=¢ (1 < ¢t < 5) (H.45).

1. Tinh dién tich & ctia hinh T khi ¢ = 5 (H.46).
2. Tinh dién tich S(¢) ctia hinh T khi ¢ € [1 ; 5].
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Hinh 45 Hinh 46
3. Chig minh rang S() 1a mét nguyén ham cla firy =2+ 1,7 e [1; 5] va dién tich
& =5(5) - S(1).

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc, khong déi ddu trén doan [a; b]. Hinh phéng
gidi han bdi d6 thi cia ham s6 y = f(x), truc hoanh va hai dudng thing x =
a, x = b dugc goi la hinh thang cong (H. 47a).

0 16p dudi, ta da bi€t cach tinh dién tich hinh chi nhat, hinh tam gidc. Bay
gio, ta xét bai toan tinh dién tich hinh phing D gi6i han bsi mot duong
cong kin bat ki (H. 47b).

gl D
1

—_— \____/

a) b)
Hinh 47
Bang cich ké cdc dudng thing song song véi cic truc toa do, ta chia D
thanh nhitng hinh nho la nhiing hinh thang cong (H.47a). Bai todn trén

-dugc dua vé tinh dién tich cha hinh thang cong.

104

Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong gi6i han b&i dudng congy = xz,
truc hoanh va cdc dudng thing x = 0, x = 1.

Gidi. V6i méi x € [0 ; 1] goi S(x) 1a dién tich ctia phdn hinh thang cong di
cho nam gitta hai dudng thang vuéng géc véi Ox tai diém c6 hoanh do 0 va x
(H. 48).




yh y“
] PR SRS y=a2 et i oo y=x
F
P
S(x)

- M N o

o X 1 X 0 x x+hl X
Hinh 48 Hinh 49

Ta ching minh
S'(x) = x%,x € [0;1].
That vay, v6i h > 0, ki hiéu Syypg va Syngr l4n luot 1a dién tich cdc
hinh chit nhat MNPQ va MNEF (H.49), ta c6
Sunpo < S(x + h) = S(x) < Syngr
hay
hx® < S(x + h) — S(x) < h(x + h)>.

0< S(x +h)=S8(x)
h
Véi h <0, tinh toan tuong tu, ta dugc
S(x+h) =S 2
h

xz < 2xh + hz.

2xh + h% < <0.

Tém lai véi moi & # 0, ta c6

IS(X s h}z b G, —x%| < 2x|h + 112.

Suy ra
S(x + h) — S(x) L il

S'(x) = lim
h—0

Do dé, S(x) 1a mdt nguyén ham ctia ham s6 f(x) = x? trén doan [0 ; 1].
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3
Mat khéc trén doan d6, F(x) = % cling 12 nguyén ham cua f(x) = x?

nén

3
S(x) =—);—+C,C e R.

Tu gia thiét S(0) =0, suy ra C = 0. Vay

3
X
S(,\) = —3—

j ; . 1
Thay x = 1 vao dang thiic trén, ta c6 dién tich cta hinh cdn tim 12 S(1) = 5

Bay gio, ta xét bai todn tim dién tich hinh thang cong bat ki.
Cho hinh thang cong gidi han boi cdc duong thing x = a, x = b (a < b),
truc hoanh va dudng cong y = f{x), trong d6 f(x) 1a ham s6 lién tuc, khong

am trén doan [a ; b]. yA

V6i moi x € [a ; b] ki hiéu S(x) 1a dién tich
cua phan hinh thang cong dé nim giita hai
dudng thang vuong géc véi Ox 14n luot tai a

va x (H.50).

Ta cling chitng minh dugc S(x) 1a nguyén
ham cua f(x) trén doan [« ; b]. o

=V

Gia st F(x) ciing 1a mot nguyén ham ciia f{x) thi
c6 mot hang s6 C sao cho S(x) = F(x) + C.

Hinh 50

Vi S(a) =0 nén F(a) + C =0 hay C = —F(a).

Vay S(x) = F(x) — F(a).

Thay x = b vao déng thitc trén, ta c6 dién tich chia hinh thang can tim la
S(b) = F(b) - F(a).

Dinh nghia tich phan

2

Gia s f(x) 1a ham s lién tuc trén doan [a ; b, F(x) va G(x) 1a hai nguyén ham cla
fx). Ching minh rang F(b) - F(a) = G(b) — G(a), (tic 1a hiéu s6 F(b) — F(a) khéng
phu thudc viéc chon nguyén ham).




Cho f(x) 1a ham s6 lién tuc trén doan [« ; b]. Gia st F(x) 1a
mdt nguyén ham cua f(x) trén doan [a ; b].

Hiéu s6 F(b) — F(a) duogc goi 1a tich phan tir « dén b (hay tich
phan xdc dinh trén doan [a ; b]) ctia ham s6 f(x), ki hiéu la

b
Jf@dx.

b .5 4 a5 .
Ta con dung ki hiéu F(x)la dé chi hiéu s6 F(b) — F(a).

b
vay | [foodr = F(o, = Fb) - Fa.

b
Ta goi [ 1a ddi tich phan, a 1a cdn dudi, b 1a cdn trén, flx)dx

a
12 biéu thite dudi ddu tich phan va f(x) 12 ham sé” dudi ddu
tich phan. ‘
CHUY
Trong truong hop a = b hoac a > b, ta quy udc

a b a
[feode =05 [fedr = = [fodx.
b

a a
Vidu 2
i 2
D [2xde = 2| =22 ~12 =4-1=3;

1

4 "
2) [~dt =Ine|{ =Ine~In1=1-0=1.
lt

NHAN XET
b
a) Tich phan clia ham f tir @ dén b c6 thé ki hiéu boi If(x)dx
a
b
hay If(t)dt. Tich phan dé chi phu thudc vao fva cdc can a, b
a
ma khong phu thudc vao bién s6 x hay ¢.
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b) Y nghia hinh hoc ciia tich

phdn. Néu ham so6 f(x) lién tuc va
b

khong am trén doan [a ; b], thi tich phan [f(x)dx 1a dién

a

tich S cua hinh thang cong giéi han béi d6 thi cua f(x), truc Ox
va hai dudng thing x = @, x = b (H.47a). Vay

b

a

S = [f(xdx.

II — TINH CHAT CUA TiCH PHAN

TINH CHAT 1

b b
jkf(x)dx = kjf(x)cu

] a

TINH CHAT 2

(k 12 hang s6).

j[f(x) + g(x)ldx jf(x)dx #

a

b
jg(x)dx

3
ﬁ Hay chiing minh cac tinh chat 1 va 2.
4
Vidu 3. Tinh [(x* + 3Vx)dx.
1

Gidi. Ta c6

4 4 4 1
I(xz + 3\/I)dr = szdx + 3Ix‘2dx
1 1 1

#
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TINH CHAT 3

b & b
[fodx = [fode+ [Fedx (a<c<b).

Chirng minh. Gia st F(x) 1a mot nguyén ham cua f(x) trén doan [a ; b]. Khi
dé, F(x) ciing 1a mot nguyén ham cua f(x) trén méi doan [a ; ¢] va [c ; b]. Do

do, ta co

¢ b
[£Oodx + [f(x)dx = (F(¢) = F(a)) + (F(b) = F(c))

b
= F(b) - F(a) = [f(x)dx. &

2n

Vi du 4. Tinh j J1 = cos2xdx .
0

Gidi. Ta co

2 2 2
_T[cx/l —cos2xdx = f\/ZSinzxdx =2 j‘-tlsinx|dx-
0 0 0

Sk sinx, nfu0<x<n
Vi Isin x| = . .
, —sinx,néun < x <27

nen

27 T 27
j\/l — cos2xdx = \/5 ﬂsin xldx + j|sin x|dx]
0

0 b

T 2n
=2 Isinxdx— Isinxdx}
0 T

= \/EI:(—COSX)B - (cosx)’in:] = 4\/5.
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III - PHUONG PHAP TINH TICH PHAN

1. Phuong phap ddi bién sé
4

1
Cho tich phan I = J(2x+1)2 dx.
0
1. Tinh I b&ng cach khai trién (2x+1)%.
2. D3t u=2x+1. Bién d8i biéu thirc (2x+1)>dx thanh g(u)du.
u(l)

3. Tinh 'f g(w)du va so sanh két qua vai I trong cau 1.
u(0)

Tuong tu phuong phdp déi bién s6 trong viéc tinh nguyén ham, ta c6 dinh 1i
sau day.

.

DINH Li

/" Cho ham s6 f(x) lién tuc trén doan [a ; b]. Gia sit ham s6 "\
x = @(t)c6 dao ham lién tuc trén doan [a ; S ](*) sao cho

pa)=a,p(f)=b va a<e(t)<b v6i moi tela; fl
Khi d6

b B
[fdx = [Fleune'@)dt
a a

\_

1
Vidy 5. Tinh | : ~dx.
01+x

2

1

COSzf

Khix=0thizr=0,khix=1thit= %.

Giai. Dat x = tant. Tacéd x'(¢) =

Céc gia thiét ctia dinh Ii trén dugc thod man. Do dé

1

1 I —
(')|‘1+x2dl_

2 2

l+tan“t cos“t

S il

n
1 dt “J
0

(*) Néu B <a,taxétdoan [B; a].
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CHU Y

Trong nhiéu trudng hop ta con sit dung phép ddi bién s6 &

dang sau :
b

Cho ham s6 f{x) lién tuc trén doan [« ; b]. Dé tinh If(x)dx,

doi khi ta chon ham s6 # = u(x) lam bién s6 méi, trong doé trén
doan [a ; b], u(x) c6 dao ham lién tuc va u(x) € [a ; fF].
Gia sir c6 thé viét
f(x) = gu(x)u'(x),x € [a; b],
vGi g(u) lién tuc trén doan [« ; f].

Khi do, ta cé
u(b)

b
Jf(x)dx — J. g(u)du.

a u(a)

%
Vidu 6. Tinh jsm x cos xdx.
0

Gidi. Dat u = sinx. Ta cOu' = cosx.
g i . T .. (=
Khlx=0thlu(0)=0,khlx:5:thlu(gj=1.

Vay
1 1
sinZ x cosxdx = ."uzdu =—U
0

1
0

3

1
5

(e

1
Vidu 6. Tinh J‘—dx.
ol +x )

Gidi. Dat u =1+ x%, tacé u' = 2x, u(0) = 1, u(1) = 2 nén

I

121 .12 - 1f} 3
—|lwdu=———| =——=-1|=—.
21u3 421 alp2 16

+x)
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2. Phudng phap tinh tich phén timng phan

A
a) Hay tinh j(,\'+l)exdx bang phuong phap tinh nguyén ham tiing phan.

1
b) Tir d6 tinh j(.\-+ De*dx.
0

Tur phuong phép tinh nguyén ham timg phén, ta c6 dinh Ii sau day.

DINH Li

ﬂ\léu u s=x) v vis

trén doan [« ; b] thi
b

a

b
hay J’udv = uvl

_ a

ju(x)v'(x)dx = (u(x)v(x))

v(x) 12 hai ham s6 c6 dao ham lién tuN

b
u'(x)v(x)d x

a

b
a

b
Z— J.vdu.

a

4

2
Vidu 7. Tinh jxsin xdx.
0

Gidi. Dat u = x va dv = sinxdx, ta ¢6 du = dx va v = —cosx. Do d6

.4
2
Ix sin xdx = (—xcos x)
0
=(—xcosx)
“Inx
Vidu 8. Tinh —zdx.
1 -x

112

i
2

+ |cosxdx

0

O-_,N|?—i

n L
2 2

0+(sinx)0=0+1=1.




Gidi. Dat u = Inx vady = izdx, tacod du = —1—dx vay = —l. Do dé

X X X
e e € l (§
ln—zxd.x =—llnx' + —%dx =(—llnx~lj'
' x X 1 g X xr1
:(_l_}_)_(o_l):l_g_
e € e

BAN CO BIET

NIU-TON (ISSAC NEWTON)

Niu-ton (1643 — 1727) 1a nha toan hoc, vat li hoc, co hoc
va thién van hoc vi dai ngudi Anh.

Sinh ra thiéu thang, Niu-ton 1a mét dita tré yéu 6t. Lén
Ién Niu-ton cling khéng phai 1a mét cau bé khoé manh. Céu
thudng phai tranh nhiing trd choi hiéu dong clia dam ban beé
cung Ia tudi. Thay vao d6, cau tu sang ché ra nhing tro
chai cho riéng minh, qua dé ciing thay dugc tai nang thuc
nghiém cla Niu-ton sém dugc boc 16. Khi thi cau 1am ra
nhing d6 chdi co hoc, nhu chiéc déng hé bing gb chay
dugc, khi thi cau sang ché ra chiéc ci xay gi6, bén trong 48
mét con chudt dong vai trd ngudi thg xay. C6 1an vao ban I. Newton

dém Niu-ton da tha chiéc diéu mang den 16ng chiéu sang, khién cho dan lang hoang
sg. Va ngay tuf lic nhé, Niu-ton d rat chiu khé doc sach va ghi chép cn than nhing
diéu i tha ma cau doc dugc trong sach.

Nam 1661, 18 tudi, Niu-ton vao hoc tai trudng Dai hoc Cam-brit (Cambridge). Tu d6
Niu-ton thuc su quan tam dén khoa hoc. Thay day toan cla Niu-ton thifa nhan
cau sinh vién xuat sic clia minh da vugt minh va nam 1669 6ng nhudng chifc vu
giao su cho ngudi hoc tro 16i lac dy. Niu-ton gitr chlc nay cho dén nam 1701.
Céng hién I6n lao ctia Niu-ton d6i véi toan hoc 1a déng thoi va doc lap véi Lai-bo-nit
(G. Leibniz), éng da sang lap ra phép tinh vi phan va tich phan. Ngay ti nhiing nam
1665 - 1666, luc 22, 23 tudi, Niu-ton da xay dung co sé cla phép tinh nay ma
ong goi la "phuong phap théng lugng”, va éng da ap dung phuong phap dé dé
gidi nhitng bai toan vé Ca hoc.

Niu-ton va Lai-bo-nit déu phat hién ra méi lién hé sau sic giita tich phan va
nguyén ham. Lich st Toan hoc cho thay khai niém tich phan da xuat hién doc lap
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v8i dao ham va nguyén ham. Do do, viéc thiét 1ap mai lién hé gitta tich phan véi
nguyén ham 1a mot phat minh vi dai cla Niu-ton va Lai-bo-nit. Két qua nay da dudc
st dung lam dinh nghia tich phan.

Niu-ton da c6 nhitng phat minh co ban vé day vé han. Dac biét, ong md& rong
dinh Ii, nay goi 1a "dinh Ii nhi thitc Niu-ton" cho truong hop s6 mi 1a mét s6 thuc
tuy y. ‘
Niu-ton con cé nhitng céng hién 16n lao trong céac linh vuc Dai s@, Hinh hoc, Co
hoc va Vat li. Ong da phat minh ra dinh luét vi dai vé van vat hdp dan.

Bdi tap

1. Tinh céc tich phéan sau :

1
i o [Ya-otas b)

S |3
=
=
Y SEE
£18
|
g
N

L
2

2 2
1 2
¢) |———dx; d x+1)7dx;
) l'[x(x+1) ) jx(r )
1 0
2
i
2 1-3x 2
e) I———zdx; g) jsin3xcos5xdx.
1(X+1) T
2 "3

2. Tinh céc tich phan sau :

Y
2 2
a) J\l — xldx; b) J.sinz xdx;
0 0
In2 2x+1 b
c) J.e——,+—1dx; d) _[sin2xcosz xdx.
X
0 e 0
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3. Sirdung phuomg phdp déi bién s6, hay tinh :

a)j ~dx (datu = x +1);

(1 + x)2

1
b) [V1-x? dx (dat x = siny) ;
0

: d)& (datu =1+ xe™);

d) j \/__~ dx (a > 0) (dat x = asins).
a

4. Sl dung phuong phép tich phan timg phan, hay tinh :

T
2 e
a) j(,\»+1)sinx¢\-; b) sz In xdx ;
0 1
| 1
c) jln(l + x)dx: d) j(xz —2x — e *dx
0 0

5. Tinh cdc tich phan sau :

1
1 3 2 3 2
= In(1
a) [(1+3x)2dx; b)j”2 dr : ¢) jl(;—x)dx
0 0 X -1 X

|
6. Tinh [x(1-x)’dx bing hai phuong phdp -
0

a) DOibiens6u=1-x

b) Tich phan timg phan.
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/NG DUNG CUA TiCH PHAN
TRONG HINH HOC |

[ - TINH DIEN TICH HINH PHANG

1
ﬂ Tinh dién tich hinh thang vuéng dudc gidi han bdi cac dudng thdng y =-2x -1,y =0,
x=1lvax=5.

So sanh vdi hinh thang vuéng trong]%1 cla §2.

1. Hinh phang gidi han bdi mét dudng cong va truc hoanh
A
g Gid sit ham s6 y = f(x) lién tuc, nhan gid tri
khong am trén doan [a ; b]. Ta da biét hinh
B’ thang cong gi6i han bdi d6 thi cta f{x), truc
hoanh va hai duong thing x = a, x = b ¢

dién tich S dugc tinh theo cong thic

-
- -

b
S = [fGdr. (1)

Trudng hop f(x) < 0 trén doan [a ; b], ta c6
—f(x) 2 0 va dién tich hinh thang cong
aABb bang dién tich hinh thang cong
aA'B'b 12 hinh d6i xing cua hinh thang da
Hinh 51 cho qua truc hoanh (H.51). Do do6

b
S = SaaBb = SaA'B'h = J‘(—f(x))dx (2)
e YA
phing gi6i han boi do thi cia
ham s6 f(x) lién tuc, truc hoanh g

va hai duong thing x =a, x=b
(H.52) dugc tinh theo cong thic

b 0 a b j
S = [|f(0ldx. 3) @

Hinh 52

Téng quét, dién tich S céia hinh
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Vi du 1. Tinh dién tich hinh phing dugc gidi han béi d6 thi clia ham s6 y = X,

truc hoanh va hai dudng thang x = -1, x =2 (H.53).
Gidi. Ta ¢c6 x> <0 trén doan [-1 ; 0] va

x> >0 tren doan [0 ; 2]. Ap dung cong thiic
(3),tacod:

2 0 2
S = I|,r3|dx = j(—x3)dx+ Ix3d.\‘
-1 -1 0

x4l0 x4’2 _ 47
0 4°

____1+-4_

2. Hinh phéng gi6i han b&i hai dudng cong

Cho hai ham s6 y = fj(x) va y = f5(x) lién tuc
trén doan [a ; b] . Goi D 1a hinh phéng gi6i
han béi d6 thi hai ham s6 d6 va cédc duong
thing x = a, x = b (H.54).

Xét truong hop f;(x) 2 fo(x) v6i moi

x €la;b]l. Goi §;,5, la dién tich cla hai

hinh thang cong gi6i han bdi truc hoanh, hai
duong thing x = a, x = b va cdc dudng cong
y =£,(x), y =fo(x) tuong tng. Khi dé, dién tich
S cua hinh D la

b
S=8-5 = [(fix) —fH()dx.

Trong trudng hop tdng quét, ngudi ta ching minh dugc cong thirc

b
S = |4 - H|dx.

CHUY

y A
-]
Ky
(0] | 2 X
Hinh 53
yl
y=HLX)
=40 |
0 a T
Hinh 54
4)

Khi 4p dung cong thic (4), cdn khir ddu gid tri tuyét d6i ctia ham
s6 du6i ddu tich phan. Muén vay, ta gidi phuong trinh

& 4
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J1(x) = f,(x) =0 trén doan [« ; b]. Gia st phuong trinh ¢6 hai
nghiém ¢, d (¢ < d). Khi do, f1(x) — f5(x) khong d6i dau trén
cac doan [a ; ], [c ; d], [d; b]. Trén mébi doan dé, chang han trén
doan [a ; ¢], tacéd

.

A - f)|dx =

a a

[GIOE fz(x))dx’ :

Vi du 2. Tinh dién tich hinh phing gi6i han béi hai duong thing x =0, x =7
va do thi chia hai ham s6 y = cosx, y = sinx (H.55).

Gidi. Dat f|(x) = cosx, f5(x) = sinx. YA

Taco fi(x) - f(x) =0

& cosx —sink =0

<:>x=E e [0; x].
4

Vay dién tich cta hinh phing da cho la Hinh 55
o
n 4 T
S = ﬂcosx —sinx|dx = .ﬂcosx — sinx|dx + _[Icosx —sinx|dx =
0 0 n
4
&
4 T
= I(cosx — sin x)dx| + I(cosx — sin x)dx
0 ud
4
: /4 . T
i (smx+cosx)’0 (+ (smx+cosx)’n/4’ =22.

Vidu 3. Tinh dién tich hinh phing gi6i han béi hai duong cong y = X —xva
2
y=x-x".

Giai. Ta c6

filx) — B (x)y = (x3 -x)—(x — xz) = x> + 2% - 2x.




Phuong trinh f;(x) — f,(x) = 0 ¢6 ba nghiém x; = -2, x, =0, x3 = 1.

Vay dién tich hinh phang da cho la

0
I(x3 b 4o = 2x)dx
-2

4 3
(-2
4 3

1
S'= _”xg + x2 —2x|dx:
-2

4 3
43

II - TINH THE TicH

-

1
J-(x3 R 2x) dx‘
0

0 1

§ 5 %

g 12.-12"

) 0

2
ﬁ Hay nhéc lai cong thic tinh thé tich khéi 1ang tru c6 dién tich day béng B va chiéu
cao bang h.

1. Thé tich cha vat thé

Cit mot vat thé 0 boi hai mat phang (P) va (Q) vuong goc véi truc Ox 1an luot
tai x = a, x = b (@ < b). Mot mat phing tuy ¥ vuong goc véi Ox tai di€m x
(a < x < b) cit theo thiét dién c6 dién tich 1a S(x) (H.56). Gia sur S(x) lién tuc
trén doan [a ; b].

\
!

Hinh 56

Ngudi ta ching minh dugc ring thé tich V clia phdn vat thé 0 gii han boi
hai mit phéng (P) va (Q) dugc tinh boi cong thic :

b
V= jS(x)dx. (5)

[}
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Vi du 4. Tinh thé tich khéi lang tru, biét
dién tich ddy bang B va chiéu cao bing .

Gidi. Chon truc Ox song song véi dudng
cao cua khéi lang tru, con hai ddy nim A
trong hai mét phing vuéng géc véi Ox
taix =0 vax=h (H.57).

7\ sw=8

Hién nhién, mot mét phing twy y vuong géc | ////////,//
V6i truc Ox, cit lang tru theo thiét dién c6 ~
dién tich khong déi S(x) = B (0 < x < h).
. b C
Ap dung cong thiic (5), ta cé /////

h h h Po | e — /////1/
V = [SCode = [Bdx = Bx| = B A B

0 0 Hinh 57

2. Thé tich khdi chép va khéi chép cut 0

a) Cho kh6i chép c6 chiéu cao bang & va

dién tich ddy bing B. / a
Chon truc Ox vudng géc véi mat phing / S(x) <y A
vl S|

ddy tai di€m / sao cho géc O tring véi
dinh cta kh6i chép va cé huéng xac dinh
béi vectoOl . Khi d6 OI = h. Mot mat
phing (@) vuéng géc v6i Ox tai x
(0 < x < h) cat kh6i chép theo thiét dien
c6 dién tich 1a S(x) (H.58). Ta c6

2 ) k. - - - 1
S(x)=Bx—2—.

1
h i
Khi dé, thé tich V cta kh6i chép la Hinh 58 x

h 2 3
V= jB"—zdx - %(i‘—)
0 h h 3

b) Cho khéi chép cut tao bdi khéi chép
dinh S c6 dién tich hai ddy 14n luot 12 B,
B' va chiéu cao béang A.
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Chon truc Ox trung v6i dudng cao cla ;’1

khéi chép va g6c O tring voi dinh S. i

Hai mit phang ddy ctia khéi chép cut ,I’//:':'

cat Ox tai I va I' (H.59). Pat OI = b, o /i /
OI = a (a < b). Goi V 1a thé tich cia /4 Bl r

khoi chép cut. Ta cé

b 2
V= jBx—zdx = %(b3 —ad)
b 3b

a

b-a a2+ab+b2
- 2 .
a2

Vi B'=B— vah=b—-anén

b2

=B

3 ‘
1% =§(B+\/BB' + B"). Hinh 59

11 - THE TICH CUA KHOI TRON XOAY

3
ﬁ Nh&c lai khai niém mat tron xoay va khéi tron xoay trong hinh hoc.

Nghé nhdn lam gém & Bdt Trang
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Bai toan

Gi& sir mot hinh thang cong gi6i han 1
bdi do thi ham s6 y = f(x), truc Ox va
hai dudng thing x =a vax = b (a < b)
quay xung quanh truc Ox tao thanh
mot khéi tron xoay (H.60). Hay tinh thé -

tich V cta né.

Giai. Thiét dién cua khéi tron xoay trén
tao bdi mat phang vuong goc véi truc Ox
tai x € [« ; b] 12 hinh tron c6 ban kinh
bing |f(x)|. Do d6, dién tich cua thiét

Hinh 60
dien 1a S(x) =nf2(x). Vay theo cong !

thuc (5) taco

b
V = [f?(x)dx. (6)

a

Vi du 5. Cho hinh phing gi6i han bdi
duodng cong y = sinx, truc hoanh va hai y = sinx
duodng thing x = 0, x = n (H.61).

Tinh thé tich kh6i tron xoay thu dugc
khi quay hinh nay xung quanh truc Ox.

Gidi. Ap dung cong thic (6), ta c6
1 - s

V = x fsin® xdx = J(1 = cos2x)dx Hinh 61

0 0

2
=E[x - lSiﬂl\')‘g = n—.
2 2 2
Vi du 6. Tinh thé tich hinh c4u ban kinh R.

Giai. Hinh cdu ban kinh R 1a khéi tron
xoay thu duoc khi quay nira hinh tron

gi6i han bdi duong y = VR% — x? "

(—R £ x £ R) va truc hoanh xung quanh
© Ox (H.62). Hinh 62

?/

// 2

/
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R
Vay V=1 j(\/R2 — x%)%dx
-R

R 3
=T J.(Rz - xz)ch = n(sz - r—)
_R 3

Bdi tap
Tinh dién tich hinh phéng gi6i han boi cic duong :
a)y=x2,y=x+2 : b)y=|lnx|,y= L3
C)y=(x—6)2,y=6x—x2.

Tinh dién tich hinh phing gi6i han b&i duong cong y = x> + 1, ti€p tuyén
v6i dudng nay tai diém M(2 ; 5) va truc Oy.

\,2
Parabol y = 7 chia hinh tron c6 tam tai géc toa do, ban kinh 242
thanh hai phan. Tim ti s6 dién tich clia chiing.
Tinh thé tich kh6i tron xoay do hinh phing gii han béi cdc dudng sau
quay quanh Ox :
a)y=1—x2,y=0;
byy=cosx,y=0,x=0,x=%x;

T

c)y=tanx,y=0,x=0,x=z.

Cho tam gidc vuong OPM c6 canh OP nam trén truc Ox. Dit

POM = a, 0M=R(OSaS§,R>O). Y4

Goi ?la khéi tron xoay thu dugc khi quay tam
gidc d6 xung quanh truc Ox (H.63).

a) Tinh thé tich cha Utheo a va R.

b) Tim « sao cho thé tich cia 716n nhat.

Hinh 63
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BAN CO BIET

LICH SU PHEP TiNH TiCH PHAN

Ra doi trén co sd truc giac, phép tinh tich phan da dugc cac nha bac hoc sif dung
tur trudc thé ki XVIIl. Dén thé ki XIX, Co-si (Cauchy, 1789 — 1857) va Ri-man
(Riemann, 1826 — 1866) mdi xay dung dugc mét Ii thuyét chinh xac vé tich phan. Li
thuyét nay vé sau dudc Lo-be-go (Lebesgue, 1875 — 1941) va Bang-gioa (Denjoy,
1884 — 1974) hoan thién.

D& dinh nghia tich phan, cac nha toan hoc & thé ki XVII va XVIIl khéng dung dén
khai niém giéi han. Thay vao dé, ho néi "tdng clia mét s& vo cung 16n nhitng s
hang v6 cting nhd". Chang han, dién tich cGa hinh thang cong la tong clia mét s6
vé cling 16n nhiing dién tich ctia nhimg hinh chi nhat vé cliing nho. Dua trén cd sd
nay, Ké-ple (Kepler, 1571 — 1630) da tinh mét cach chinh xac nhiéu dién tich va
thé tich; Cac nghién ciu nay dugc Ca-va-li-o-ri (Cavalierie,1598 — 1647) ti€p tuc
phat trién.

Duéi dang tritu tugng, tich phan da dugc Lai-bo-nit dinh nghia va dua vao ki hiéu [. Ten
goi "tich phan” do Bec-nu-li (Jacob Bernoulli, 1654 — 1705), hoc tro cha Lai-bo-nit
dé xuét.

Nhu vay, tich phan da xuét hién déc lap v6i dao ham va nguyén ham. Do do, viéc
thiét 1ap lién hé gitta tich phan va nguyén ham 1a moét phat minh vi dai cGa Niu-ton
va Lai-bo-nit.

Khai niém hién dai vé tich phan, xem nhu gi6i han clia cac téng tich phan, la cta
Co6-si va Ri-man.

BAI POC THEM

TINH DIEN TiCH BANG GI8I HAN

1. Tinh dién tich hinh thang cong

Xét hinh thang cong gidi han bdi cac dudng x =a, x=hbh (a < b), y =0 va y = flx),
trong d6 f(x) la ham sé lién tuc, khéng am trén doan [« ; b].

D& tinh dién tich cGa hinh thang cong trén, ta dung phép chia nhd, xap xi bdi mot
hinh bac thang va chuyén qua giéi han.

Ta chia doan [a ; b] thanh n phan tuy y bdi cac diém Xg» Xp» - X, S0 ChO

a=uxy<x <...<xn=h.




Tu cac diém chia, vé cac dudng thdng song song véi truc Oy, tuong Ung chia hinh
thang cong thanh » hinh thang cong nho (H.64a).

ey y =)

B

S

2> X
%
o

MImm

I MY

NMins

Z% r
: = X,
O xo=ag¥1%i-1g %i %-1gh=xn  x i1 g%
a) b)
Hinh 64

Tai méi hinh thang cong x,_|A.B;x;, ta dung mét hinh chir nhat cb day la doan
[x, ;5 x;] va chiéu cao bang f(&) véi & 18y tuy y trén doan [x,_;; x| (H.64Db).
Hinh chi nhat nhan dugc x,_ M;N,x;, c6 dién tich bang

f(é, )(/\',' . -\','_1 )

S6 nay x&p xi dién tich hinh thang cong x, A B, x;

U
Ki hiéu S la dién tich hinh thang cong aABb cén tim, ta cé
S= f(é] )(xl _x0)+f(§2)(x2 _X|)+~--+f(§n )(xn _Xn——l)’

hay S~ Zf(él )X = x;_p)- (1)

i=1
X&p xi nay cang chinh xac néu tat ca cac hiéu s6 x; —x,_, cang nhd. Sy kién nay goi y

cho ta vé phép chuyén qua giéi han khi max (x; —x, ;) dan téi 0 dé thu duoc dién tich

1<i<n
hinh thang cong aABb.
Xét
n
lim ; fE0x; =%y khi max (x; =x;_;) 0. (2)
Ngudi ta chimg minh dugc réng néu f(x) lién tuc trén doan [a ; b]-thi gi6i han (2)
ludn tén tai khéng phu thuéc céach chia doan [a ; b] va cach 1ay diém & elx_y s x5l

i=1,2, .., n. Gidi han dy goi la dién tich cla hinh thang cong da cho.
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L ]img FE0G =) khi max (x; —x;_) >0, (3)
2. Ap dung
Nho giGi han dang (3), ta c6 thé tinh dugc dién tich mét s6 hinh phéng.
Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong y ,
gidi han bdi cac dudng

y=x2,y=0,x=0vax=1.

Giai. Ta ti€n hanh theo phuong phéap trén

nhung chia doan [a ; b] thanh n phan bang P
nhau, tirc la d6 dai cac doan [x ;] o é
i—1 i K, /
3 | . ? 5 . 5o i L /
bang —. Piém ¢ dugc chon la mat trai 3 ==
cta doan[x,_;; x|, & =x,_,. Khi do //% ?
i-1\% OlXo x1 x; ] =xy x
f(‘f,-)=[——j yi=1,2,..,n(H.65).
) £ Hinh 65
Ta lap téng dang (1)
n 2 2 2
1|(1 2 n-1
S= x. —x. )=—||—=| +| =] +...+
,;f(é' G =) n [(n) (n] ( n ) J
ERLL Y- PRI W (ol
n’ 6n
_(n=-1)2n-1)
6n> .
Vay
(n-1)2n-1) 1
S= 1 - = lim —————=—
rl—mezf(é: )(X e 1) n—»+w 6,12 3

(vi chia déu doan [« ; b] nén max (x; —x;_;) = 0 <> n — +0).
1<i<n

Vi du 2. Tinh dién tich hinh tron ban kinh R.

Giai. Vi dién tich hinh tron khéng phu thudc vi tri clia n6 trong mat phing Oxy
nén dé xac dinh, ta g|a s tdm hinh tron tring voi goc toa do. Hinh tron déi XUng
qua tam, nén ta chi can tinh dién tich cla phan nadm & géc phan tu thit nhat cla
mat phang toa do.

Hinh tron dudc gidi han bdi dudng tron c6 phuong trinh 1a x? +y? = RZ. Ta c6 thé
viét phuong trinh nay & dang tham sé

x=Rcost, y=Rsint, 0<t<2nx.
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Ta tinh dién tich phan tu hinh tron dugc gidi han bdi cung tron x = Rcost, y = Rsint
(()Stsgj va hai truc toa dé x=0va y =0.

Ta chia doan [0 ; R] trén truc hoanh Y1
thanh  phén bdi cac diém x; (=0, ..., n)

» 2 MO '—\Al’ =1
sao cho cac diém M; (i =0, ..., n) tuong M (xi; yi)
{ing chia cung tron thanh » phan béng 7 \
nhau. Khi d6, s do cac cung nhd

déu bang 22 Piém ¢ dugc chon
n

tring v6i x, (mut phai doan [x;_;; x;1) Q
(H.66). Ta co

X, = Rcos[g—iz—n-j
R G = 1,2 v 1),

y; = Rsin(ﬁ—ilj
2 2n Hinh 66

Xy =0, yp = R.

NI

¥

Q
=
)
s,
o)
=
=
|
=

Lap téng dang (1), ta dugc

Zf(ff,- W —x; )= ;Rz sin(-g—izl)[cos[g—iz—n—

= n /

—COS

2 S
S

T T
L L L
2 ¢ )Znﬂ

n
2 ) N _ T’ o R
=2R sin(n—i)—.sin(2n—2i +1)—. sin—
; ( )2n ( 4n 4n

=2R%sin l[sin(n ~D)-" sin(2n—1)—+
4n 2n 4n

; .3
+ sin(n — 2)—n—sin(2n - 3)i +...+sin lsm—TEJ
2n 4n n 4n

= R?sin ek (cos1 —cos(4n— 3)1j - (Cos—n— —cos(4n — 7)—n—) +
4n 4n 4n 4n 4n

I T
+... +(cos— —Cos S—H
4n 4n

= R? cos—.(n—1)sin——
n 4n

=R? sinl[0055j—+cos9i+... +cos(4n —3)—75}
4n 4n 4n 4n
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< 3 —1x—sin3x
Vi cosSx+cos9.\'+...+cos(4n—3)x=Mn(4n Jr-snge

2sin2x
nén téng trén viét thanh
n , " - 5 sin(4n—l)f——sin%7E
)(x. —x._ )= R° cos—.(n—1)sin—— R* sin— - =
gf(é’ X =%i1) 4n = 4n 4n . 2n
i=1 2sin—
4n

sin(4n — l)l —sin 3_n)
4n 4n

= R? cosi.(n—l)sinl—Rz.(
4n 4n Ao
cos—

n

Chuyén qua gi6i han dang thic trén khi n — 40 (vi max(x, —x, 1) =0 < n— +w0),
1<i<n

ta dudc

S= lim Y f(&)x,—x,_,)=
i=1

n—r+0 P
T . b4 . 3m
sin— (sm(4n—l)——sm—j 2
iR
= lim | R? Cosl.z(l—l) 4n _ p2 4n an) | _ .
n—»+o0 4n 4 n T 4C0§£ 4
4n 4n

Vay dién tich hinh tron bing nR?.

On tép chuong 3

a) Phat biéu dinh nghia nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén mot khoang.
b) Néu phuong phdp tinh nguyén ham timg phan. Cho vi du minh hoa.
a) Phat biéu dinh nghia tich phan cia him s6 f(x) trén mot doan.
b) Néu céc tinh chét cua tich phan. Cho vi du minh hoa.
Tim nguyén ham cta cdc ham s6 sau :
a) fix) = (x - (1 = 2x0)(1 = 3x) ; b) f(x) = sind.xcos’2x ;

1

) f) = —— ; d) fx) = (¥ = 1)’.

1—x




4., Tinh:

a) _[(2 — x)sin xdx;

c)

e+1

hd;
i ‘[\/l+x ++/x '

5. Tinh:

3
X

a) dx
J\/l + x
2

o) [x2e3*dx:
0

6. Tinh:

L
2

a) J'cos 2% Sinzxdx :
0

; j'(x D+ +3)

1 iz

(sin x + cos x)2 dx;

e)

SN |3

2
by [+ D%

d) : 3 dx;
(sin x + cos x)

I
8 j(1 e

J-l+\/_

b)

T
d) M +sin2x dx;
0

1
by [l —27ax;
]
2 1
&) oot gy
: (3[_)(2 B G

g) I(x + sin x)2 dx.
0

Bdi tap trdc nghiém

1. Tinh

_[ b kétquala:

A) —<—; B) ciTx:

\/l~x’

9.GIAITICH 12-A
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2. Tinh J‘Z‘/;Edr, két qué sai 1a :
X

Jx
a) 2V*+1 4 ¢ (B) 2(2‘/;—1j+c;
(®) 2(2\/;+1)+C; (D) 2\/;+C.
3. Tich phan J-cosz xsin xdx bang :
0
2 2 3
P a5 2, | D) 0.
(A) 3 (B)3, (C)2 (D)

o
2

4. Cho hai tich phan [sin” xdx va [cos’
0

cos” xdx, hdy chi ra khang dinh diing :

e V| A

= &8 2 =
2 2 2 2 )
Isinz xdx > J-cosz xdx; (B) J‘sin2 xdx < jcos xdx:
0 0 0 0
L} %
2 2

0

5. Dién tich hinh phéng gi6i han bdi cdc dudng cong
a) y=x>va y = x> bing:
1
(A)0; (B) -4 ©) rt (D) 2.
b) y=x+sinxva y=x (0<x<2x) bang:

(A) 4; (B)4; ©0; (D) 1.

6. Cho hinh phéang giéi han b&i cic dudng y = Jx va y = X quay xung
quanh truc Ox. Thé tich ctia kh6i tron xoay tao thanh bing :

|
(A)
© 'fsinz xdx = Icosz xdx; (D) Khéng so sanh dugc.
0
(A)O; (B)-n; ©) n; (D) .
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Cbng, trir va nhan sé phuc

N ecs0IBIAEIROIRACEABIGEONIBPUIRIRIBEISD S

Phép chi 6h
— epcnas puc

Phuong trinh bac ha| VGi hé sO thuc

R R R R R R R R R
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{7/ sO PHUC

1. S6i

Ta da biét cac phﬁdng trinh bac hai véi biét s6 4&m khong cé nghiém thuc.
Phuong trinh bac hai don gian nhat khong c6 nghiém thuc 1a phuong trinh

x2+1:O.

V6i mong muén md rong tap hop s6 thuc dé moi phuong trinh bac n déu cé
nghiém, nguoi ta dua ra mot s6 méi, ki hiéu 1a i va coi nd 1a nghiém cua
phuong trinh trén. Nhu vay

i = -1,

2. Dinh nghia sé phirc

Maéi biéu thic dang a + bi, trong d6 a, b € R, 5 = - duoc
goi 1a mot so phirc. '

D6i véi s6 phiic z = ¢ + bi, ta n6i a 1a phan thuc, b 1a phan
ao cua z.

Tap hop céac s6 phic ki hiéu 1a C.
Vi du 1. Céac s6 sau la nhitng s6 phic :
2+ 50; 2 +3i ; 1+(=3)i (con viét 1a 1-3i); 1+\/§i (con viét la

1+ i3).
A
Tim phan thuc va phan do clia cac s6 phic sau : —3+5i, 4—iv/2, 0+mi, 1+ 0.

3. Sé phirc bing nhau

Hai s6 phic 1a bang nhau néu phéan thuc va phan 4o cua
chiing twong \ing bang nhau.

a+bi=c+di=a=cvab=d.
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Vi du 2. Tim céc s6 thuc x va y, biét
Cx+ 1D+ @y —-2)i=((x+2)+(y+4
Gidi. Tir dinh nghia ctia hai s6 phiic bang nhau, ta c6
2x+1=x+2va3y-2=y+4.
Vayx=1vay=3.
CHUY

» Mbi s6 thuc a duoc coi 1a mot s6 phitc véi phan ao béng 0

a=a+0i

Nhu vay, méi s6 thuc ciing la mot s6 phitc. Tacéd R < C.

* S6 phitc 0 + bi dugc goi 1a s¢'do va viét don gian 1a bi

bi =0+ bi.
Pac biét i=0+1i.
S6 i dugc goi 1a don vi do.

2
Viét s6 phiic z c6 phan thuc bang % phan 4o bang —73. ¥4
2 ~ ’ ]} T M
4. Biéu dién hinh hoc sé phirc 1
Nhu trén da thdy, méi s6 phic z = a + bi hoan ! e
5 2 . phe Zig & a
toan duoc xac dinh bdi cép s6 thuc (a ; b). L ¥
biém M,(a ;,b) trong Om(f)t hé toa d6 Hinh 67
vuong géc cia mat phang duoc goi la
o« R o « X AP % . A
diém biéu dién so phirc z = a + bi Y
(H.67). 34D
A
Vidu 3. (H.68) 2 i '
Diém A biéu dién s6 phic 3 + 2i ; 1 |
Piém B bi€u dién s6 phic 2 — 3i ; —3; S ol 12 3 s
Piém C biéu dién s6 phic -3 — 2i; | =l E
Diém D biéu dién s6 phic 0 + 3i . g -2
—3{=-----='B
Hinh 68
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3
ﬁa) Biéu dién trén mat phang toa do cac s6 phic sau : 3 - 2i, —4i, 3.
b) Cac diém biéu dién sé thuc, s6 4o ndm & dau trén mat phéng toa do ?

5. Médun cua sé phirc

Gia st s6 phiic z = a + bi dugc biéu dién bdi diém

) 4
M(a ; b) trén mat phang toa do (H.69).
b6 dai ciua vecto oM dugc goi la 3 S ,M
modun cua s6 phic z va ki hiéu 1a IzI. |
Vay 5 ;
|zl :'OW|hay|a+bi| ='5M| d 4 .
Dé thay la + bil = Va? +b?. Hinh 69
Vidu 4
3 - 2i] = {3 + (-2)? =13
; L+i3] = {1+ W32 =2
4
ﬁso’ phirc nao c6 médun bang 0 ?
6. S& phuc lién hgp
2t
Biéu dién cac cap s6 phic sau trén mat phing toa dé va néu nhan xét :
a)2+3i va 2-3i.
b) —2+3i va —2-3i.
Cho s6 phic z=a+bi. Ta goi yA
a —.bi la s0 phirc lién hgp cua z va b £ st i
ki hiéula z = a — bi. !
Vidus
z=-3+2i, 7 =-3-2i 0 PR
z=4-3 7 =4+3i !
= J SERCIIETER *Z=a-bi

Trén mat phéng toa do, ciac diém biéu dién z
va z d6i xing véi nhau qua truc Ox (H.70).
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A
Choz=3-2i.

a) Hay tinh 7 va Z. Néu nhan xét.

b) Tinh |z| va |z]. Néu nhan xét.

Tu dinh nghia ta c6 :

|

o 7] =zl

BAN CO BIET

CAC-DA-NO (GIROLAMO CARDANO)

Céac-da-n6 (1501 — 1576) la mét nha bac hoc ngudi I-ta-li-a.
Ong sinh nam 1501, dat hoc vi ti€n si y khoa nam 1526,
nhung khéng dudc hanh nghé y ma trd thanh thay giao
day toan. Ong c6 trén 200 coéng trinh vé céac linh vuc
Toan hoc, Y hoc, Triét hoc, Thién v&n hoc, Am nhac va
Than hoc. Nam 1545 éng xuat ban quyén sach "Nghé
thuat 16n cta phép gidi cac phuong trinh dai s6". Trong
cuén sach nay, 6ng trinh bay cach giadi phuong trinh bac
ba, bac bén va dé cap tdi can bac hai clia s6 am. C6 thé
noi su nghién citu s6 phdc khdi ngudn tir cong trinh nay.

G. Cardano

Bdi tap

Tinh phan thuc va phan ao cua s6 phic z, biét :
a) z=1-mi; b) z =2 —i;
c) z=242; d) z = -7i.

2. Tim cac s6 thuc x va y, biét :

a) Bx-2)+Qy+Di=(x+1)-(-5)i;

b) (1-2x) - iv/3 = /5 + (1 - 3y)i;

) Qx+ )+ Ry—-x)i=(x-2y+3)+(y+2x+ 1D




3. Trén mat phang toa d¢ tim tap hop diém biéu dién céc s6 phic z thoad man
diéu kién :
a) Phan thuc cta z bing -2 ;
b) Phan 4o cua z bang 3 ;
¢) Phéin thyc clia z thuoc khoang (-1 ; 2) ;
d) Phén 4o cua z thuoc doan [1 ; 3] ;
e) Phan thuc va phén 4o clia z déu thuoc doan [-2 ; 2].
4. Tinhlz| véi
a) z = -2 +i\3; b) z =2 -3i;

¢) z =-5; d) z = i\/3.

§. Trén mat phéng toa do, tim tap hop diém biéu dién cdc s6 phiic z thod man
ting diéu kién :

a) |zl = 1; b) | < 1;

c) 1<zl <2; d) |z| = 1va phan 4o ctia z bing 1.
6. Tim Z, biét :

a) z=1-i2; b) z =2 +i3;

c)z=5; d) z= 7.

CONG, TRU VA NHAN SO PHUC

1. Phép cong va phép trir

1
ﬁTheo quy tac cong, trir da thic (coi i 1a bién), hay tinh :
B+2)+(5+8i);
(T+51)—-(4+3i).
Phép cong va phép trir hai s6 phic dugc thuc hién theo quy tic
cong, tru da thic.
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Vidu 1
G+ +B+T) =G+ N+ 2+Ti =849,
(A+6))— (4+3)=(1—-4)+ (6 —3)i =3 +3i.
Téng quat

(a+b))+(c+d)=(a+c)+b+d);
(a+bi)—(c+di)=(a—-c)+(b-d).

2. Phép nhan

2
ﬁTheo quy tAc nhan da thirc véi chu y % ==1, hay tinh (3+2i)(2 +30).
Phép nhén hai s6 phitc duoc thuc hién theo quy tic nhan da
thic réi thay i> = —1 trong két qué nhan duoc.
Vidu2
(5 + 20)(4 +3i) = 20 + 15 + 8i + 6i% = (20 — 6) + (15 + 8)i = 14 + 23i;
(2 -3i)6 +4i) =12 +8i — 18 —12i% = 12 + 8i — 18/ + 12
=12 +12) + (8 — 18)i = 24 - 10i.
Téng quét
(a+ bi)(c +di)=ac + adi + bci + bdi* = ac + adi + bci — bd.

Vay

(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i.

CHU Y
Phép cong va phép nhan cdc s6 phirc c6 tat ca cac tinh chat
cta phép cong va phép nhan céic s6 thuc.

Bdi tap
1. Thuc hién cac phép tinh sau:
a) B-5)+Q2+4i); b) (-2 -3i) + (-1 -7i);
c) 4+3)-(5-T); d) (2 -3i) - (5 - 4i).
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2. Tinh a+ f, a-f véi:

A a=30=2: b) a =1-2i, B = 6i;

c)a=50=-Ti; da=15 =4-2i
3. Thuc hién cic phép tinh sau :

a) 3-20)2-30); b) (-1+)(3+7) ;

c) 5(4 +3i) ; d) (-2 - 5i).4i.

4. Tinh 1'3, 1'4, i,

Néu cdch tinh " v6i n 1a mot s6 ty nhién tuy y.
S. Tinh:

a) (2 +3i)2 : b) (2 + 3i)>.

PHEP CHIA SO PHUC

1. Téng va tich ctia hai s& phuc lién hgp

1
ﬁ Cho z=2 + 3i. Hay tinh z+7 va zZ. Néu nhan xét.

Cho s6 phitic z = a + bi. Tacod

z+z =(a+bi)+ (a - bi) =2a.
22 ; 3 ) 2
z.Z = (a + bi)(a - bi) = a® - (bz)2 —a? +b% = |z|“ .

* Tong ciia mot s6 phitc véi s6 phitc lién hop ciia né bdng hai
lan phan thuc ciia s6 phite dé.
* Tich cia mét s6 phitc voi s6 phikc lién hop ciia né bdng binh
phuong modun ciia s6 phirc dé.

Vay téng va tich ctia hai s6 phic lién hop 1a mét s6 thuc.
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2. Phép chia hai sé phuire

Chia s6 phiic ¢ + di cho s6 phiic a + bi khiac 0 1a tim s6 phic z sao cho
¢ +di = (a + bi)z. S6 phitc z duoc goi 1a thuong trong phép chia ¢ + di cho
a + bi va ki hiéu la-

c+di

a+bi
Vidu 1. Thuc hién phép chia4 + 2i cho 1 +i.

zZ =

Bs R + 21
Giai. Gia suz =

. Theo dinh nghia, ta cé (1 + i)z =4 + 2i.

1+
Nhan ca hai v€ véi s6 phic lién hop ctia 1 + i, ta duoc
(1 =i)(1 + D)z = (1 - i)(4 + 2i)

suy ra 22=6-2i
hay z:l(6—2i):3—i.
2
Vay sl AN Y]
1+
2 Z T c+di : = ’ < " ¥ ,
Tong quat, gia s z = B Theo dinh nghia phép chia s6 phic, ta cé
a + bi

(a+bi)z=c+di.
Nhén ca hai v€ véi s6 phiic lién hop clia a + bi, ta dugc
(a = bi) (a + bi)z = (a - bi)(c + di)
hay

(@ + b2z = (ac + bd) + (ad — be)i.

Nhén ca hai vé€ véi s6 thuc — 5 ta duoc
a +b

T 2[(ac +bd) + (ad — bc)i].
a“+b

Vay
c+di ac+bd ad-bc.

B I.
ag+bi 2P @+
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CHU Y
N 2 4o c + di ~ 9 9 N & 2,°
Trong thuc hanh, dé tinh thuong b’ ta nhan ca tu va mau véi
a + Di

sO phuc lién hop cua a + bi.

Vi du 2. Thuc hién phép chia 3 + 2i cho 2 + 3i.

Gidi
342 - @B+2D2-=3) 12=5 13" 3,
2+3i (2+3)2-3) 13 " 13,13

A
1+i  6+3i

140

Thuc hién cac phép chia sau :

2-3i" 5i
Bai tap

Thuc hién cac phép chia sau :

2+i L+iv2
a) il b) :

- 2 +i3

5i 5-2i
c | d ——.
) 2-3i ) i

Tim nghich dao L] cua s6 phiic z, biét :

a)z=1+2i: b)z=+2 -3i ;
c)z=id; d)z=5+i\/§.
Thuc hién c4ac phép tinh sau :

@+

a) 2i(3 + D)2 + 4i) ; b) ~ S
~2 4+

€) 342 +(6+D5+0): dyd =8 g ot ¥

3+ 61




4. Giai cac phuong trinh sau :
a) B-2x+@+5)=7+3i;
b) I+3D)x-2+5)=2+i)x;

i

+(2-3)=5-2i

- 3i

PHUGNG TRINH BAC HAI VOI
HE SO THUC

1. C&n bac hai cla sé thuc am

1
%Thé’ nao la can bac hai ctia sé thuc duong a ?

Tuong tu can bac hai ciia mot s6 thuc duong, tir ding thici? = —1, ta néi i 1

mot cén bac hai cia —1 ; —i cling 12 mot can bac hai cua -1, vi(—i)2 =-1.Tu
do, ta xdc dinh dugc can bac hai ciia cdc s6 thuc am, chang han :

Can bac hai chia -2 1a+iv2 , vi (£ iv2)2 = -2 ;
Can bac hai cha -3 1a+ iv3, vi (+iV3)% = -3 ;
Cin bac hai chia —4 1a+ 2i, vi (% 2i)* = —4.
Tdng quat, cic can bac hai cha s6 thuc a <012 + i./|a| .
2. Phuong trinh bac hai vé8i hé sé thuc
Cho phuong trinh béc hai ax® + bx + ¢ =0 véia, b, ¢ € R, a # 0. Xét biét
s6 A = b - dac cla phuong trinh. Ta thay :

; . b
* Khi A =0, phuong trinh c6 mot nghiém thuc x =—2—;
a
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e Khi A > 0, c6 hai can bac hai (thuc) ciia A 1a +JA va phuong trinh c6
hai nghiém thuc phan biét, dugc xdc dinh bgi cong thic
—b+ A

%2a.
* Khi A <0 phuong trinh khong c6 nghiém thuc vi khong ton tai can bac
hai thuc cuaA.
Tuy nhién, trong trudng hopA < 0, néu xét trong tap hgp s6 phic, ta van
c6 hai can bac hai do cua A lat i,/|A‘ . Khi d6, phuong trinh c6 hai nghiém

/\’1’2 =

phuc dugc xdc dinh boi cong thic
—b +iJ|Al
X{y = —————.
o 2a
Vi du. Giai phuong trinh x> +x+1=0 trén tap hop s6 phiic.
Tacé A = 1 —4 =-3. Vay phuong trinh da cho c6 hai nghiém phtc la
Lo -1+ 1\/—3_
b 1’2 '—-'—2 §
NHAN XET
Trén tap hop s6 phitc, moi phuong trinh bac hai déu c6 hai
nghiém (khong nhat thi€t phan biét).
Téng quat, ngudi ta da ching minh dugc rang moi phuong
trinh bacn > 1
a,x" + alxn_l +..+a,_1x +a,=0,
trong d6 ay, ay, ..., a,€ C, a, # 0 déu cé n nghiém phic
(c4c nghiém khong nhat thi€t phan biét).

Do 1a dinh 1i co ban cta Dai s6 hoc.

Bai tap

1. Tim cdc can bac hai phic ciia cic s6 sau :

-7;-8;-12;-20; —-121.
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2. Giai cdc phuong trinh sau trén tap hop s6 phic :
a) 3x% +2x-1=0;
b)7x% +3x+2=0;
¢)5x* = Tx +11=0.

3. Giai cdc phuong trinh sau trén tap hop s6 phic :
a)x4 Lol 0;
b)x* +7x2 +10 = 0.

4. Choa, b, ¢c €R, a#0, z, z;1a hai nghiém (thuc hodc phiic) cia phuong
trinhax? + bx + ¢ = 0. Hay tinh z; + z; va zj.z, theocdc hé s6 q, b, c.

5. Cho z = a + bi 1a mot s6 phirc. Hay tim mot phwong trinh bac hai véi hé s6
thuc nhan z va 7 lam nghiém.

~

BAI POC THEM

PHUONG TRINH PAI SO

Phuong trinh dai s6 la phuong trinh dang

n n-1
apX +al.\ o 7

L _xt+a, =0,

trong d6 n la mét sé nguyén duong ; dy, 4y, -.., a,la cac s6 da cho va dugc goi la

cac hé s6 clia phuong trinh, x 13 8n s6 va 1a s6 phai tim. Néu ay #0 thi n la bac
clia phuong trinh.

Viéc nghién clu su ton tai nghiém cla phuong trinh dai s va tim cong thic tinh
nghiém cla né da thu hut céng siic clia nhiéu nha toan hoc, trong nhiéu thé ki.
Chinh ti nhitng nghién cltu dé da ra dgi nganh Pai s6 va thac ddy su phat trién
cla nhiéu linh vuc toan hoc khac.

Tu 2000 n&m trudc Cong nguyén, ngudi Ai Cap va ngudi Babilon cd da biét giai
cac phuong trinh bac nhat va mét sé truéng hop riéng clia cac phuong trinh bac
hai va bac ba.

Li thuyét giai phuong trinh bac hai dugc trinh bay 1an dau tién trong cuén sach "S6
hoc" clia Di-6-phang (Diophantus), nha bac hoc ¢ Hi Lap thé ki Ill. Can chu y réng
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van dé c6 nghiém clia phuong trinh dai s6 luén gén véi su md rong cac tap hop s6.
Chéng han, phuong trinh x + 3 = 0 khéng c6 nghiém trong tap hop s6 tu nhiénN,

nhung cé nghiém trong tap hop cac s6 nguyén Z. Phuong trinh 3x + 2 = 0 khong

c6 nghiém trong tap hgp cac sé nguyén Z, nhung cé nghiém trong tap hop cac s6
hituti Q.
Téng quat, trén tap hgp cac s6 hiu ti @ moi phuong trinh béac nhat déu co
nghiém. Nh& viéc md rong tir tap hop cac sé hitu ti Q sang tap hop cac s6
thucR, mét I6p cac phuong trinh bac hai dang ax’ +bx+c=0 Vi biét s6
A =b*—4ac>0 cb nghiém.
Coéng thic xac dinh nghiém cla phuong trinh bac hai
_—bA

2a

da duoc biét tir thé ki thit VI va diéu dé thuc ddy cac nha toan hoc di tim cong
thirc tinh nghiém cia cac phuong trinh bac ba, bac bén,... Tuy nhién, phai mudi
thé ki sau (thé ki XVI1), cong thic tinh nghiém cla phuong trinh bac ba va thuat
toan giai phuong trinh bac bén méi dugc cac nha toan hoc I-ta-li-a tim ra.

X

Nghiém cla phuadng trinh bac ba
2+ px+q=0 : (*)

dugc cho bdi cong thitc sau (thudng goi la cong thiic Cac-da-nd) :

2 3 2 3
*'ﬂ/‘i* /f/_+1’_ +§/_1_ .
2 4 27 2 4. 27

Cac-da-nd da céng bé cong thic nay nam 1545, trong quyén sach "Nghé thuat
I6n cGia phép gidi cac phuong trinh dai s6".

2 3

1 . L_ |3 khong am.
27

Lé tu nhién, ta coi biéu thic trén c6é nghia khi dai lugng A =

Pai lugng A ciing dudc goi 12 biét s6 cla phuong trinh (*). Tuy nhién, dé chi ra
nhiing phuong trinh bac ba véi biét s6 A < 0, ma van c6 nghiém thuc. Chang han,
xét phuong trinh

P -7x+6=0.
Phuong trinh nay c6 ba nghiém la -3, 1, 2 nhung biét s6
_6 (=7 _ 100

=—-—x<0.
4 27 27

Diéu d6 din dén viéc thifa nhan réng biéu thic

e -0l [0
27

A
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la c6 nghia va cac gia tri cia n6 la -3, 1, 2, mac du biéu thic nay chlra can bac
hai cla mot sé thuc am.

Nhu ching ta da thay, su thira nhan cé cac can bac hai cia sé thuc am, bat dau
tir viéc dat i =+/~1 da dan dén su ra doi cla tap hop cac sé phitc.

Béng thoi v6i viéc sang tao ra cac s6 phic, ngudi ta chiing minh dugc réng moi
phuong trinh dai s6 bac » > 1 v&i hé s6 phlic déu c6 n nghiém phic (cac nghiém
khong nhat thiét phan biét).

Nhu vay, viéc md réng cac tap hop s6 gan véi van dé c6 nghiém cioa cac phuong
trinh dai s6-da ding lai & tap hop cac s6 phic.

Tuy nhién, cac nha toan hoc van theo dudi bai toan tim cong thic nghiém dugi
dang biéu thirc chlra can thitc cho cac phuong trinh bac 16n hon hoac bang 5.
Gan 300 nam sau khi tim ra cong thic Cac-da-nd, ndm 1826, A-ben (Abel), nha toan
hoc Na Uy da chimg minh dugc rang khéng c6 mét cbng thic nghiém nhu vay cho
cac phuong trinh bac I6n hon hoac bang nam véi hé s6 bang chit. Hon nita, nha toan
hoc Phap Ga-loa (Galois), nam 1830 con giai duqo\tron ven bai toan : "Trong nhiing
diéu kién nao, mét phuong trinh dai s6 giai dugc bang can thic ?". Cong trinh thién
tai cha Ga-loa dat nén mong cho su phat trién clia Dai s6 hién dai.

On tap chuong 4

1. S6 phic thod man diéu kién nao thi c6 diém biéu dién & phan gach chéo
trong céc hinh 71 a, b, ¢) ?
¥ y4
i // , r4
2
[ N
% i - // x
oA ‘7 - LUIITIRN T - 2\ ) -
/ : é
/ 1
a) b) c)
Hinh 71
2. The nao la phan thuc, phan 4o, moédun clia mot s6 phiic ?
Vi€t cong thitc tinh modun ctia mot s6 phiic theo phan thuc va phén ao cta no.
3. Tim mdi lién h¢ giira khdi niém modun va khéi niém gia tri tuyét déi cua
mot s6 thuc.
4. Neu dinh nghia s6 phic lién hop cla s6 phitc z. S6 phic nao béng s6 phiic

lién hop cia né ?
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5. Trén mat phang toa do, tim tap hop diém biéu dién cdc s6 phuc z thoa man
tung diéu kién :
a) Phan thuc cta z bang 1 ;
b) Phan 4o cua z bang -2 ;
¢) Phan thuc cua z thudéc doan [—1 ; 2], phan ao cua z thudc doan [0 ; 1] ;
d) |z < 2.
6. Tim céc s6 thuc x, y sao cho :
a) 3x+yi=2y+1+(2—-x) ; b) 2x+y—-1=(x+2y-5)i.
7. Chitng tb ring v6i moi s6 phic z, ta luén c6 phan thuc va phan 4o cua z
khong vuot qua modun cia né.

8. Thuc hién cac phép tinh sau :

a) 3+2)[2-D+(B-2)]; b) (4—31')+—1—+i_;
2+
&)1+ -1-i?; i (I .
240 2-i

9. Giai cac phuong trinh sau trén tap s6 phic :

a) B+4ix+(1-3)=2+5i; b) (4 + 7i)x — (5 — 2i) = 6ix.
10. Giai cac phuong trinh sau trén tap s6 phic :

a) 3x2 + 7x + 8 = 0; b) x*-8=0; c) x*-1=0.

11. Tim hai s6 phic, biét tdng clia ching bang 3 va tich cta ching bang 4.
12. Cho hai s6 phic z;, z, . Biét ring z; + z, va zjz, 1a hai s6 thuc. Ching 6
rang z;,z, 1a hai nghiém ctia mot phuong trinh béc hai v6i hé s6 thyc.

Bdi tép trdc nghiém

1. S6 nao trong céac s6 sau la s thuc ?
(A3 +2i) - (3 - 2i); B) 2 +iV5) + 2 - iV5);

V2 +i
J2 =i

©) (1 +iV3)%; (D)
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S6 nao trong cdc s6 sau 1a s6 4o ?

(A2 +3i) + (V2 = 3) ; (B) (V2 + 3i).(2 - 3) ;
(© @+2i) ; @zt
2 -3
Dang thic nao trong cic ding thitc sau 1a ding ?
(A) 1-1977 =1 (B) 1-2345 _
Dang thitc nao trong cc ding thitc sau 12 ding ?
A) 1+ =-16 ; B) (1+i)8 =16i :
©)(1+i)® =16; (D)(1+ )% = -16i.

Biét rang nghich déo ciia s6 phiic z bing s6 phc lién hop ctia n6, trong céc
k€t luan sau, két luan nao 1a diing ?

(A) zeR; B)lz=1;
(C) z 1a mot s6 4o ; (D) |zl = 1.
Trong cédc két luan sau, két luan nao 1a sai ?

(A) Modun cua s6 phitc z 12 mot s6 thuc.

(B) Modun cuia s6 phiic z 1a mot s6 phiic.

(C) Modun ctia s6 phitc z 1a mot s6 thuc dwong.

(D) Modun ctia s6 phifc z 1a mot s6 thuc khong am.
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ON TAP CUOI NAM

I — Cau hoi

1. Dinh nghia su don diéu (d6ng bién, nghich bi€n) cia mot ham s6 trén
mot khoang.

2. Phat biéu céc diéu kién cin va di dé ham s6 f{x) don diéu trén mot khoang.

3. Phat biéu céc diéu kién dii dé ham s6 f(x) c6 cuc tri (cuc dai, cuc tiéu) tai
diém x,.

4. Néu so do khao sat su bién thién va vé d6 thi ciia ham s6.

5. Néu dinh nghia va cdc tinh chdt co ban cua logarit.

6. Phat biéu céc dinh 1i vé quy tac tinh logarit, cong thiic d6i co s6 cua logarit.

7. Neéu tinh chét cia ham s6 mii, ham s6 logarit, m6i lién hé giira d6 thi cac
ham s6 mi va ham s6 l6garit cung co so.

8. Néu dinh nghia va cac phuong phép tinh nguyén ham

Néu dinh nghia va cdc phuong phép tinh tich phan.
10. Nhéc lai cdc dinh nghia s6 phiic, s6 phiic lién hop, modun cua s6 phic.
Biéu dién hinh hoc clia s6 phic.

Il — Bai tap

1. Cho ham sé fix)=ax* 2@+ Dx+a+2  (a=0).
a) Chung to rang phuong trinh f{x) = 0 lu6n c6 nghiém thuc. Tinh cic
nghiém do6.
b) Tinh téng S va tich P ctia cdc nghiém clia phudng trinh f(x) = 0. Khao
sat su bién thién va vé d6 thi cia S va P theo a.

2. Chohamso y = —%x3 + (a —1))(2 +(a+3)x—-4.

a) Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cia ham s6 khi a = 0.
b) Tinh dién tich hinh phéng gi6i han béi (C) va cdc dudng thang y =0,
x=-1,x=1.
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3. Chohams6 y = X+ ax® + bx +1.
a) Tim a va b dé d6 thi ctia ham s6 di qua hai diém A(1 ; 2) va B(-2; —1).
b) Khao sét su bién thién va vé dé thi (C) cha ham s6 ng véi cic gia tri
tim duoc cta a va b.

¢) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi quay hinh phing giéi han
b6i cac dudng y =0, x =0, x = 1 va d6 thi (C) xung quanh truc hoanh.

4. Xét chuyén dong thing xac dinh boi phuong trinh

1 4 3 12
s)=—t" -t +— -3¢,
4 2
trong d6 ¢ dugc tinh bing gidy va s dugc tinh bang mét.
a) Tinh v(2), a(2), biét v(f), a(f)1an luot 1a van t6c, gia t6c cta chuyén
dong da cho.
b) Tim thoi diém ¢ ma tai d6 van téc bang 0.

5. Chohams6y =x*+ax +b.

a) Tinh a, b dé ham s6 c6 cuc tri bang ?32— khix=1.

e i T gl ; 1
b) Khéo sit su bién thién va vé dé thi (C) clia ham s6 da cho khi a = 5

b=1.

¢) Viét phuong trinh tiép tuyén cta (C) tai cdc diém c6 tung do béng 1.
x—2

x+m=1

a) Khao sét su bién thién va vé dé thi (C) ctia ham s6 khi m = 2.

6. Chohamsé6 y =

b) Viét phuong trinh tiép tuyén d cta do thi (C) tai diém M c6 hoanh do
a#+-1.
2
— x k

a) Khao sét su bién thién va vé dé thi (C) ciia ham s6 da cho.

b) Tim cic giao diém cta (C) va d6 thi cia ham s6 y = X2 + 1. Viét phuong
trinh tiép tuyén clia (C) tai méi giao diém.

¢) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi quay hinh phing H gi6i han
bdi d6 thi (C) va céc duong thing y = 0, x = 0, x = 1 xung quanh tryc Ox.
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7. Chohamsd y =
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10.

11.

12.
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Tim gi4 tri 16n nhat, gia tri nh6 nhét cia ham s6':

a) fix)= 2x> —3x% —12x +1 trén doan [—2 : g},

b) f(x) = x*Inx trén doan [1 ; e] ;
c) fix) =xe * trén nira khoang [0 ; + ) ;
d) f(x) = 2sinx + sin2x trén doan [0 : %njl

Giai cdc phuong trinh sau :

13 _13* _12=0;

b)(3"* +2%)(3* +3.2%) =8.6";
c)log\/g (x —2).logs x = 2.log3(x - 2) ;
d)log3 x — 5logy x + 6 = 0.

Giai cdc bat phuong trinh sau :

¥ log, (x* -1)
a) e <23 b) (l) > 1z
3X _2X 2
5 1-loggx _ 1
c) log” x +3logx > 4; d ————< —.
l+log,x 4

Tinh cdc tich phan sau bang phuong phdp tich phan timg phén :

T

et 2 dx
2) [VxInxd; b) [
1 x Sin° x
6
T 0
0) [(m - x)sinxdx; d) f(2x+3)e ™ dx ;
0 -1

Tinh céc tich phan sau bing phuong phép déi bién s6 :

T

24 .
a) J‘tan(E - 4x)dx (datu = cos(ﬁ - 4x)) -
0 3 3 :

11.GIAITICH 12-B




13

14.

13.

16.

3
4 dx 3
b) j—z(datx = Ztant);
NE 9+ 25x 5
5
ks
2
c) j.sin3 xcos? xdx (datu = cosx) ;
0
.
4
Jl+t
d) j—i—z""‘—xdx(datu = Jl+tnx).
n - COST X
4
Tinh dién tich hinh phéng gi6i han b&i cdc dudng :

a)y:x2+ 1, x=-1, x =2 va truc hoanh ;

b) y =Inx, x = —, x = e va truc hoanh.

L
e
Tim thé tich vat thé tron xoay thu duoc khi qay hinh phéng gi6i han bdi
cac dudng y = 2x% va y = x> xung quanh truc Ox.

Giai cac phuong trih sau trén tap s phic :

aA)B3+2)x-4+7)=2-5i;

b)(7-3)x+(2+3i)=(5-4ix;

O)x2-2x+13=0;

dxt —% -6 =0.

Trén mat phéng toa do, hay tim tap hop diém biéu dién s6 phirc z thod man
ting bat déng thic :

a)|z| <2 b)

z—i|$1; ¢)lz-1-il<1.
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PAP sO - HUONG DAN

CHUONG 1

§1.

1.

§2.

1.

o g » 3
a) Ham s6 déng bién trén(—oo;;),

nghich bién trén (% - +oo) :

b) Ham s6 déng bién trén céc khoang
(=0 ; =7) va (1 ; +0), nghich bién trén
(=751);
¢) Ham s6 déng bién trén cdc khoang
(=15 0), (1; +0), nghich bién trén (o ; -1),
(O

d) Ham s6 dong bién trén (0 1 %) nghich

bién trén cdc khoang (- ; O),(% 3 +00).

- @) Ham s6 déng bién trén cdc khoang

(=005 1), (1; 400) 5

b) Ham s6 nghich bién trén céc khoang
(=03 1), (1 ; +o0) ;

¢) Ham s6 nghich bién trén nira khoang
(=0 ; 4], dong bién trén nira khoang
[5; 400) ;

d) Ham s6 nghich bién trén céc khoang
(=00 ;—3),(=3; 3), (3; +0).

HD. Xét ddu y'.

HD. Xét ddu y'.

HD. Khdo sdt su bién thién clia cdc ham

y , T
s6 sau trén khodng (0 ,E) .
a) f(x)=tanx—x;

e
b)g(x)=tanx—x _-_2—'

a) Xcp :—3,,\'CT=2;b)xCT =0;
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c)xCD :—l;xCT =1
d) xgp =§, xcp =1, x = 0 khong phii 12

4ié - =1
1€m cuc tri ; e) x e

2. 8) xpp =0, xp =1;

§3.

b)xCD=§+k7r,
Xcr =—g+/n (k, 1 €Z);

) Xcp =§+2kn,xa =§+(2k+1)7r;

d)xCD =-1 Xop = 1.
HD. St dung dinh nghia cuc tri.
HD. Xét ddu y'.

a=——9~;b> }E

5 5
hoac a=ﬁ ;b>ﬂq.
’ 25 243

m=-=3,

a) Trén [-4 ; 4] :miny = 41,
maxy=40;
Trén [0 ; 5] :miny =8 ,maxy=40.
b) Trén [0 ; 3] : maxy =156,
miny——i
4

Trén [2; 5] :miny =6, max y =552.

2
c)Trén[2;4]:miny=0;maxy=;.
5 4

Trén [-3; -2] :miny==—;maxy=—.
[ ] Y=2 y=3
d)Trén[—l;l]:minyzl;maxy=3.




Hinh vuéng canh 4 cm.
Hinh vudng canh 443 m.

a)maxy=4,b)maxy=1.

o

a)yminy =0, b)miny =4.
§4.

1. a) Tiém can ding x =2 ;
Tiém can ngang y = —1.
b) Tiém can ding x = -1 ;

Tiém can ngang y = —1.
¢) Tiém can ding x =% :

Tiém can ngang y = % .
d) Tiém can ding x = 0.
Tiém can ngang y = —1.

2. a) Hai tiém can ding x = £3 ;
Tiém can ngang y = 0.

b) Tiém can ding x = —1 va x =% ;

Tiém can ngang y = -—% ;

c¢) Tiém can ding x = -1 ;
d) Tiém can ding x =1 ;
Tiém can ngang y = 1.

4. a) Mot nghiém ; b) Mot nghiém ;
¢) Hai nghiém.

5. b) V6i m<-2 hoicm>2: c6 mot
nghiém.
m = -2 hoac m = 2 : c6 hai nghiém.

-2 <m <2 :cbbanghiém.

6. bym=2.
1 1 1
7. a =—1 =2x——,y=—2x——.
ym y c)y=2x 1 y X 2
3 5
8. aym=——;b)ym=——.
ey Sdidala

9. a)m=0;c)y=-2x-1.

ON TAP CHUONG 1
5. b)i)ym22;i)ym<2;
b)0<x<4;c)y=9x+6.

I

b) m < 2 hoac m > 10 : mét nghiém ;
m =2, m=10: hai nghiém ;
2 <m < 10 : ba nghiém ;
c)y=-2x+1.
8. aym=1;b)m=#1;c)m<0.
9. b)y=4x+3vay=—4x+3.
c) m<—6:vonghiém ;
m=6:2nghiém ;
-6 <m<3:4nghiém ;
m =3:3 nghiém ;
m >3 : 2 nghiém.

10. 2) m < 0 : moét cuc dai ; m > 0 : hai cuc dai

va mot cuc tiéu. b) Vm ; ¢) m > 0.
11.c)m=3.

12. a) Vo nghiém ; b) i§+k2n kel.

c)vz—l—zx+—1£.

TTA

Bai tap tric nghiém
1.B;2. A:3.B;4. C+5.B.

CHUONG 2

§1.
1. a)9;b)8;c)40;d) 121.

5 i
2. a)ab;b) b (h>0);¢c)a(a>0);d)hs.

=3
Bay 2h IR0 (lj :
2

b) 98° ; 325 ; (—j .
7
4, a)a(@>0);b)1(b>0,bzl);

c) —1—(a>0,b>0,a¢b);

Yab

d) Yab @>0,b>0, > +b*>0).




§2.
1. a)(—0;1); b) (—V2;v2);
ORN{=1;1};d)(—00; -1)U2; +x).

2
2. a) %(4x—1)(2x2—x+1) 3,

3
b) —71(2x+1)(4—x—x2) 4.
T
—1
c) 37“(3“1)2 :

d) —B3(5-x¥3,

4. a)l6n hon ; b) nho hon ;
¢) nho hon ; d) 16n hon.
5. a), b) nhd hon ; c¢) 16n hon.

1 1
1. a)-3;b)——;c)—:;d) 3.
) ) > 0)4 )
2. 2)9:b)2v2:¢)16:d)9.
2
3. a);;b)4loga|b|.

4. a) l6n hon ; b) nho hon ; ¢) 16n hon.

5. a)2a+bh+1;b) .
2(1-¢)

§4.
3. a)(—w:%);b)(—w;o)ua;m);

€) (=0 ; NU@3; +x); d)(—%; l).

5. a) y'=6x—i+4cosx !
X

: 2x+1
b) y =-—2-—f——— N
(x“+x+1)In10
., I-=Inx
oy
x“In3

c)x=0hoaicx=3;d)x=9.
2, Ayx=2:b)x=3;0)x=1;d)x=0.

3. a) vonghiém ;b)x=7;¢c)x=6;
d)x= 8.

4, a)x=2;b)x=5;c)x=8.

§6.

1. a)x<lhoi_acx>2;b)%$xs1;
c)x £ 1;d)x<0hoac x> 1.

2 a)xs—30;b)§<x<3 :0)x>3;
d) 9<x<27.

ON TAP CHUONG 2

4. a)R\u};bx«ao;l)quoo);

c)(—0;-3)u(4;+o);d)[0; +x).
5. S.

6. a)8;b) 11.

7. a)x=-3;b)x=0,x=1;¢c)x=1;
dx=8:e)x=27;)x=4.

o0

.a)xz-z-;b)x<—l;

c)-3— <|xl <2 d) 0,008 < x < 0,04.

22

Bai tap tric nghiém
1.(B);2.(C);3.(B);4.(C);5.(B);
6. (C); 7. (B).

CHUONG 3
§L.
1. a) e ¥ vd —e™" 12 nguyén ham cua nhau.

b) sin® x 1a mot nguyén ham ctasin2x.

c) (l—i)e"'lé mot nguyén ham cua
X

2
(l—z-) e,
X




B~ 2 372
2. a)=x3 +=x6+=x3 +C;
5 7 2

2¥ +1In2—
py2tn2-1 o o 2eot2e+C;

e*(In2-1)

1(1
d)——(—cos8x+cos2x +C;

4\ 4
e)tanx—x+C;

1 3-2x

—— +C;
g) =

1+x
1-2x

+C.

1
h)—=In
)3

1 1( 1 2 )
D. == - .
A+01-2x) 3U+x 1-2x
1 1 =
3. a)—-l—O(l—x)lO+C;b)g(l+x2)2 +0';

4

1
- ¢)——cos x+C;
4

1

1+e*

d)— +C.

1 oeF

HD. ———=———.
e +e 42 (e" +1)

1.9 1 2 x
4. a)—(x* =DIn(l+x)——x“"+=+C.
)2( )In(1+x) ridi
b)e* (X -1)+C;
X | G
c)——2—cos(2x+1)+zsm(2x+1)+C;
d)(1-x)sinx—cosx+C .

§2.

1. a) .

1034

1 4
d) 11= ; e)—-3In2; g) 0.
) 3 e)3 n2;g)

GY9o-1);b)0;c)In2;

4 1
2: 1;b)—; +—;d)0.
a) )4 c)e > )

5 T T
3. a) = :b) —;c)In(l+e);d) —.
a)3 )4 c)In(l +e) )6

4. a)2;b)3e3+l;c) 22 -1;
9 9

d) -1.

2 23

5. a)4—;b) —1—+ln—3— ;¢) 3lIn—.
15 8 2 3

3n+2

16 n’ ( n)
4, a)—m;b)—;cC 1-—.
d)liﬁ )2 )7 4

3
5. a)ER;—-(cosa —cos’ a),(Os a S%) :

b) V

max

tai cosa = —1—
3

ON TAP CHUONG 3

3. a) 3x4 —-1—1-x3+3x2—x +C;
2 3

b) —lcos4x——1-cos8x +C;
8 32

c) —l-ln s +C,;
2 —-X
d) %eh—éezx+3ex—x +C.

4. a)(x—2)cosx—sinx+C ;

S 3 ¢
b)%x2 +%x2 +2\/;+C;




By i w . y =2 ké ca cdc diém nim trén cdc canh
c)—e" —e" +x+C; ey
d)—tdn(x———j+(], 4. a)lz =7 ;b) Iz = V11 ;
o)zl =5; d)ld=+3.
3 . : . PR
c)z(x+])2—gx 2 g)—ln bl 5. a) Dudng tron tam O bén kinh 1.
3 3 ~% b) Hinh tron tam O ban kinh 1.
8 1839 6 ¢) Hinh vanh khan giéi han bgi dudng
5.z i )_“3 =D )22 tron tam O bén kinh 2 vi dudng tron tam
O ban kinh 1, ké ca cdc diém trén dudng
5. o _E;b)L;c) A 12 trdn tam O ban kinh 2.
2 d) La giao diém cia dudng tron tdm O
w Sk bén kinh 1 va duong y = 1.
d)——1n3 e)1+— ,g)—— —. = . - )
2 3 6. Z7=1+i2;b)T=—2-i/3;
Bai tap tric nghiém c)z=5;d) z=-17i.
1.(C);2.(D);3.(B);4.(0); §2
5.4) (C), b) (B) ; 6. (D). Y. et e
c)-1+10i;d)-3+i.
CHUONG 4 2. a)a+pf=3+2i; a-f=3-2i;
i ba+B=1+4i; a-f=1-8i:
1. a) Phéan thuc 12 1, phén 4o 13 —n.
i a) Phén thyc dJ_p naola-=n a+B=-2i; a-f=12i;
b) Phan thuc I3 in 40 1a —1.
i ot phsnaoila <1 da+f=19-2ia-f=11+2i.
| c) Pha‘n thuc la2\/5 , ph?n aolao. 3. a)-13i; b) ~10~4i:
d) Phan thyc 1a 0, phén 4o 13 -7. ¢)20+15i; d)20—8i .
B hEmn, S i 1-5 ,y:ﬁ“; 4. P=—i, i*=1,°=i.
2 3 ) 2 3 ; b e
)x=0,y=1. Néu n=4g+r,0<r<4 thi/" =i".
3. a) Duong thing song song v6iOy, cit o+ a)—5+12i;b)-46+9i.
Ox tai diém (=2 ; 0). §3.
b) Dudng thing song song véi Ox, cit Oy 4 7 2446 242-3 o
SRt 1. a)—+—i;b) + 13
tai diém (0 ; 3). 13.1.13 7 7
¢) Céc diém nim trong phdn mit phing 510, '
| toa do giGi han boi hai dudng x = —1 va B)og togd i) r2=al,
x=2. -
d) CdC di€m nim trong phdn mat phing toa 2. 3)1_3,-; b)£+ii;
do gi6i han bdi hai dudng y = 1 va y = 3, ké D 11.- 11
cd cdc di€m nam trén hai duong nay. J3
e) Céc di€m nidm trong hinh vuong gi6i C)~i; d)_—_’

han béi cdc dudng x =2 ;x=2;y=-2;
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3. a)-28+4i,; b)ﬁ—ﬁi :
5 5

YA +isi: )22 153,
45 45

8 9
4, a)x=1;b) x=——=i;c)x=15-5i.
) ) 573 )

§4.
1. +iN7:22iV2  £2i3 ; 22i5 ; +11i.
1+i2 3447
B By e ) o S
a) x| 5 3 ) X2 1
7+i171
C).\‘l‘z =—10———.

3. a),\'L2 =+f2 3 ,.r” =ii\/§.

b) x5 = $iv2; x5, =45,

4 b ¢
2,42y =—— 2,2, =—.
1 2 a 1°2 a
5. x2-2ax+a* +b*=0.

ON TAP CHUONG 4
1. a) S6 phic c6 phan thuc 16n hon hoac
béng 1. .
b) S6 phic c6é phdn do thudc doan
[-1;2].
¢) S6 phitc ¢6 phéan thuc thudc doan [-1 ; 1]
va moédun khong vuot qué 2.
3. Néu s6 phitrc 12 mot s6 thuc thi médun
ctia n6 chinh 12 gi4 tri tuyét d6i cua né.
4. z=7zkhivachikhizeR.
5. a) Duong x = 1. b) budng y = -2.
¢) Hinh chit nhat giGi han béi cdc dudng
r==lsx=2iy=0;y=1.
d) Hinh tron tdm O bén kinh 2.
6.a)x=1;y=1; b)x==1;y=3.

8. a)2l +1i; b)é—-ﬁi;
5 .5

-4 1
c)4i;d)—+—i.
) )5 5

13
9. a)x=l+ii ;b)x=E——i.
5 5 17 .17
~7+i\J47
10.2) x; , =—6I—£; b) x; , =48
Xy, =ti¥B.0)x , =, x5 4 =4
3+iT 3-i7
11. Zl = 2 ,22 = ) .

12.Dat z, +2, =a;zz, =hb;a,beR.
z,,z, 12 hai nghiém cha phuong trinh

x* —ax+b=0.
Bai tap tric nghiém
1. (B). 2. (C). 3.(B). 4.(C). 5.(B). 6. (C).

ON TAP CUOI NAM

2
1. a)x =1;x, =1+;.

b)S=2+%;P=1+z.
a a
2; b)é.
3
3. a)a=1,b=-1;¢) 13411:‘
105
4, a)v(Q)=-5,a(2)=1;b)t=3.
5. a)a=—2,h=£;
, 12
SRS S e T
’ \/-5 2: \/5' 2
-2
6. b)y= T 5, Ly
(a+1)? a+1

7. b) y=%x+]véy=2x.c)v=21t.
8. a) GTNN f(2)=-19,GTLNf-1) =8.
b) GTNN f(1)=0,GTLN f(e)=¢>.

¢) GTNN £(0)=0, GTLN f(1)=—.

e




Tn s e L L S o] el SR AT G e

3n)

2,
2

d) GTNN f(

u

GTLNf(n) %2

9. a)x=0; b)x;, =0,x, =10g33;
2

c).\'l =3,x2 =35 d).\'1 =4,.\'2 =8.

10.a) (—o0;0) U[1;+0) ;

b) (—2: =) U(L:v/2);

c) (0 OOO)UHO ;+0) ;

d)(o%>u|2;+oo>.

3

4 .6
11.a)—(5e¢” +1); b)——+1In2;
9( ) )6

c)n;d)3e-5.
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% . A3
12. —1 3: b DR
i )130 359

l3.a)6;b)2(l—l).
e
2567

35 .

22 6 7 4

15.¢ —————,b :
& 13 )5 5

¢) x; =1+2+3i,x, =1-243i;

d)xy 5 =233, 05, =220

14.

16.a) Hinh tron tam tai géc toa do, ban kinh 2,
khong ké bién.
b) Hinh tron tam tai (0 ; 1), ban kinh 1.
¢) Hinh tron tam tai (1 ; 1), ban kinh 1
(khong ké bién).



BANG TRA CUU THUAT NGU

Thuat ngir Trang
Bét phuong trinh 16garit 88
B4t phuong trinh 16garit co ban 88
Bét phuong trinh mii 86
Bt phuong trinh mii co ban 86
Can bac n 32
Co s6 50
Cuc dai, cuc tiéu, cuc tri 13, 14
Dién tich hinh phing 116
Diém biéu dién s6 phic 133
Piém cuc dai ctia d6 thi. Diém cuc tiéu ctia dé thi 14
Piém cuc dai cia ham s6. Piém cuc tiéu cia ham s6 14
biém cuc tri 14
Doéng bién. Nghich bién. Don diéu 4,5
Pon vi a0 133
Gi4 tri cuc dai. Gi4 tri cuc tiéu 14
Gi4 tri 16n nhat. Gid tri nho nhat 19
Ham s6 logarit 75
Ham s6 luy thira o ¥

Ham s6 mi
Hinh thang cong
Logarit

Logarit co s6 a
Logarit hoa
Logarit thap phan
Logarit tu nhién
Luy thura

M6 dun cua s6 phic

62
63
82
68
68
50




Mii hoa

Phan thuc. Phan ao

Phuong phap déi bién s6
Phuong phép tinh nguyén ham tirng phan
Phuong phép tinh tich phan timg phin
Phuong trinh 16garit
Phuong trinh l6garit co ban
Phuong trinh mii
Phuong trinh mii co ban
S6 ao

S6 mii

S6 mil hitu ti

S6 mii nguyén

S6 mii vo ti

S6 phuc

S6 phiic lién hop

Tap khao sit

Thé tich kh6i chép

Thé tich khé6i tron xoay
Thé tich vat thé

Tich phan

Tiém can ding

Tiém can ngang

85
132
100, 110
100
112
82
82
79
80
133
50
53
50
54
132
134
29
120
121
119
107
29
29
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MUC LUC

Chuong 1. UNG DUNG DAO HAM DE KHAO SAT
VA VE DO THI CUA HAM SO

§1. Sy dong bién, nghich bién clia ham s6
Bai doc thém : Tinh chét don diéu clia ham s6
Ban c6 biét : La-grang (J. LAGRANGE)

§2. Cuc tri cia ham s6 '

§3. Gia tri I6n nhat va gia tri nhd nhat ctia ham s
Bai doc thém : Cung 16i, cung I6m va diém uén

§4. Duong tiém can

§5. Khao sat su bién thién va vé do thj clia ham s6

On tap chuong 1

Chuong 2. HAM sC): LUY THUA /
HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT

§1. Luy thua
§2. Ham s6 luy thua
§3. Logarit

Ban co biét : Ai da phat minh ra logarit ?
§4. Ham s6 mi. Ham s logarit
§5. Phuong trinh md va phuong trinh |6garit
§6. Bat phuong trinh mii va logarit
On tap chuong 2

Chuong 3. NGUYEN HAM - TICH PHAN VA UNG DUNG
§1. Nguyén ham
§2. Tich phan
Ban c6 biét : Niu-ton (ISSAC NEWTON)
§3. Ung dung cta tich phan trong hinh hoc

49
50
57
62
70
71
79
86
91

94
95
103
113

116

161




Ban ¢ biét : Lich su phép tinh tich phan
Bai doc thém : Tinh dién tich bang gi6i han
On tap chuang 3

Chuong 4. SO PHUC

162

§1. S6 phuc
Ban co biét : Cac-da-né (GIROLAMO CARDANO)
§2. Cong, tri va nhan s6 phuc
§3. Phép chia s6 phuc
§4. Phuong trinh bac hai véi hé s6 thuc
Bai doc thém : Phuong trinh dai s6
On tap chuang 4
On tap cudi nam
Dap s6 — Hudng dén
Bang tra cuu thuat ngi

124
124
128

131
132
135
136
138
141
143
145
148
152
159




Chiu trach nhiém xudt bdn :

Chu tich HDQT kiém Téng Gidm déc NGO TRAN Al
Phé6 Téng Gidm d6c kiem Tdng bién tap NGUYEN QUY THAO

Bién tdp noi dung :
PHAM BAO KHUE - LE THI THANH HANG
Trinh bay bia va bién tdp mi thudt :
BUI QUANG TUAN

Bién tdap ki thudt :
NGUYEN THANH HAI

Swa bdn in :
PHONG SUA BAN IN (NXB GIAO DUC TAI HA NOI)
Ché ban :

CONG TY CP THIET KE VA PHAT HANH SACH GIAO DUC
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GIAI TiCH 12
Ma s6 : CH201M8

| In 770 ban (QD IT), khd 17 x 24cm tai Cong ty o6 phén in Sich gido khoa tai TP - Ha Noi.
| S6 xuat ban: 720-2007/CXB/519-1571/GD. In xong va nop luu chiéu thing 4 nam 2008.
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I

VUONG MIEN KIM CUGNG
HUAN CHUONG HO CHi MINH CHAT LUQNG QuOC TE

SACH GIAO KHOA LGP 12

1. TOAN HOC 7.DIALI 12
« GIAI TICH 12 8. TIN HOC 12
« HINH HOC 12 9. CONG NGHE 12
2. VAT Li12 10. GIAO DUC CONG DAN 12
3. HOAHOC 12 11.NGOAI NGU
4. SINH HOC 12 o TIENG ANH 12 o TIENG PHAP 12

5. NG VAN 12 (tap mét, tap hai) « TIENG NGA 12 o TIENG TRUNG QUOC 12
6.LICHSU 12

SACH GIAO KHOA LOP 12 - NANG CAO

Ban Khoa hoc Tu nhién : « TOAN HOC (GIAI TICH 12, HINH HOC 12)
o VAT LI 12 « HOA HOC 12 « SINH HOC 12
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van: « NGU VAN 12 (tap mét, tap hai)
o LICH SU 12 « DIA LI 12
« NGOAI NGU (TIENG ANH 12, TIENG PHAP 12,
TIENG NGA 12, TIENG TRUNG QUOC 12)

49801805190
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