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Chuong 1: UNG DUNG PAO HAM PE KHAO SAT VA VE PO THI HAM SO
f Bai 2. CUC TRI CUA HAM SO -

B3 KHAI NIEM CUC PAI, CUC TIEU
BN Pinh nghia
&3 Chi y

B3 pIiu KIEN DU BE HAM SO CO CUC TRI

J

B§ QuUY TAC TIM CUC TRI

N ;




R 3 KHAI NIEM CUC PAI, CUC TIEU
BN PINH NGHIA

~

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh va lién tuc trén khoang (a; b) (c6 thé
ala —o, b la +) va diém x, € (a; b).

a) Néu ton tai so h > 0 sao cho f(x) < f(x,) vBi Moi x € (xo — h; xy + h) va x = x, thi
ta noi ham so f(x) dat cuc dai tai x,.

b) Néu ton tai so h > 0 sao cho f(x) > f(x,) vBi moi x € (xo — h; xo + h) va x = x, thi
ta noi ham s0 f(x) dat cuc tiéu tai x,.

J

f'(x) d06i dau t&r duong sang dm khix di | | f/(x) d6i dau t&r 4m sang duong khi x di

qua x, > ham so dat cuc dai tai x = x,. qua x, = ham s dat cuc tiéu tai x = x,.
x a X b X a Xq b
fr[:x:} + 0 — f'(I) — 0 1

+ Y B .
e T — f@ | ——




R 3 KHAI NIEM CUC PAI, CUC TIEU

! _cHu Y

L

1. | Néu ham sé f(x) dat cuc dai (cuc tiéu) tai x, thi x, dudc goi la diém cuc

dai (diém cu'c tiéu) ctia ham sd; f(x,) dudc goi la gia tri cuc dai (gia tri cuc tiéu)
cia ham so; diém M(x; f(x,)) dudc goi la diém cuc dai (diém cuc tiéu) cua do6
thi ham sé.

L

2. | Cac diém cuc dai va diém cuc tiéu dudc goi chung la diém cuc tri. Gia tri
cuc dai (gia tri cuc tieu) con goi la cuc dai (cu'c tieu) va dudc goi chung la cu'c
tri cua ham so.

i 3. | Néu ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoang (a; b) va dat cu'c dai hoic

cuc tiéu tai x, thi f'(x,) = 0.

o\

J




B il DIEU KIEN DU PE HAM SO CO CUC TRI

@ - Pinhlil. ~

Gia su' ham so y = f(x) lien tuc tren khoang K = (xo — h; xy + h)
va co dao ham tren K hoac tren K\{x,}, voi h > 0.

a) Neu f'(x) > 0 tren khoang (x, — h;x,) va f'(x) < 0 tren khoang
(x9; X9 + h) thi x, 1a mot diém cuc dai cia ham so f(x).

b) Néeu f'(x) < 0 tren khoang (x, — h; xy) va f'(x) > 0 tren khoang

(x9; X9 + h) thi x, la mot diém cuc tiéu cua ham so6 f(x).
N Y,




i) QUY TAC TIM CUC TRI.
QUY TACT .
1) Tim tap xac dinh.

2) Tinh f'(x) . Tim cac diém tai doé f'(x)= 0 hoac f'(x) khdng xac dinh.
3) Lap bang biéen thiéen.

4) TU bang bién thién suy ra cac diém cu’c tri.

M Tim cu'c tri cua cac ham so sau:
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TOAN HOC

‘ Tim cyc tri cha cichamsésau: 1.y = x° — 3x + 2

4 Bai giai_

Tap xac dinh la: D = R.

Taco:y =3x*-3; y =0 x=+1
Bang bien thien

T —0Q — ] | + 00

Y’ + () i () +

1 +0<

—0C ()

Két luan: Ham so dat cu'c dai tai x = —1 va dat cuc tiéu tai x = 1.
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Tim cu’c tri cua cac ham so sau:

4 Bai giai_

Taco:y = —4x° +4x; y' —O:)[

Bang bién thién

£

—0OC

Tap xac dinh la: D = R.

x =11

-1 U |

+00

/

Y

T | = U T | =

Y




TOAN HOC

s

Tim cu'c tri cua cac ham so sau: 3.y =
x—1
Z |
ap xac dinh la: D = R\{1}.
c  , 3
Taco: y = o1z 0,vx # 1.
Bang bién thiéen
! -0 1 400
y' + +
2 +00

Két luan: Ham so khong co cu'c tri.
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Cho ham so y = f(x) co bang bién thién nhu sau: A
xr |—oc -] 2 40
Y + 0 - 0 +
4 2
Y / \ /
_ Ménh dé nao dudi day dung? y

\0 Ham s6 dat cuc tiéu tai x = 2.

\0 Ham so c6 bon diém cuc tri.

Ham so khong co cu'c dai. \0 Ham s0 dat cuc tiéu tai x =




Cho ham so y = f(x) co dao ham f'(x) = vx # 0. SO diém cu’c tri
cua ham so da cho Ia

xZ'

Tap xac dinh la: D = R\{0}.
Taco: f'(x) =0 © x = +2.

Bang bién thién

0 - — 0 +

NN

Do d6 ham sd c6 2 diém curc tri.




= Biét m, la gia tri cia tham s6 m dé ham s6 y = x> — 3x%> + mx — 1 c6

~ hai dié€m cuc tri x,, x, sao cho x? + x5 — x;x, = 13. Ménh dé nao dudi day ding?

{ | |
- A\ = m ? =

Tap xac dinh D = R.
Taco:y =3x*—-6x+m=0 (1)

SA>09-3m> 0 m< 3.

Khi do x,, x, Ia 2 nghiém cua (1). Theo Vi-ét ta co {

Vé:ly Mo = —9.

Ham s0 co 2 diém cu'c tri thi phucng trinh (1) c6 2 nghiém phan biét

x1+x2=2
m

X1Xp = 3

Theo bai I‘ax%+x%—x1x2=13(:)(x1+x2)2—3x1x2=13(:)4—m=13(:)m=—9.
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KIEM TRA BAI CU \

1. Néu diéu kién du dé ham s0 c6 cuc tri va néu quy tac 1 dé tim cu’c tri cia ham s
2. Ap dung: Kiém tra bai tip vé nha so 1a (trang 18).

- J

- Béi g iéi A ” - N
Tap xac dinh: D = R.

/I 2 . /: x:_3
y =6x“+6x—36,y O(:)[x:Z'

Bang biéen thien

T —0C -3 2 +00
Yy’ - 0 — 0 +
71 +00
Y / \ /
—0Q —94

Ham so dat cuc dai tai x = —3, gia tri cuc dai cua hamsola y., = y(—3) = 71.
Ham so dat cuc tieu tai x = 2, gia tri cu'c tieu cua ham so la y.; = y(2) = —54.

\_ )
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TOAN HOC

IJIEMM&“
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Gia tri cucdai ctahamso y = —x* + 2x* — 5 la

cmel-eno‘-

—
&
N
| N

Tap xac dinh la: D = R.
Tacoy = —-4x’+4x=>y =0 © —4x° +4x—0<:>[x__|_1

Bang biéen thien: el » 0 1 o

i = 0 — 0 + 0 —

N O

Dua vao bang bién thién ta co gia tri cu'c dai cua ham so la —4.




Cho ham sd c6 do thi nhu hinh vé bén. SO diém

cuc tri cua ham so da cho la:

ONES GRS
 GEENE ONET

4 Bai giai

Dua vao do thi ta khang dinh ham so da cho cé 2 diém cu tri.



@ Tap xac dinh: D = R.

Ta co: y' = , YV =0 x=0.
\/x +1
Bang bién thién:
X | —o0 0 +00
y — 0 +

Tu bang bién thién = ham sd dat cuc tiéu tai x = 0.



Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén R va cé bang bién thién nhu sau:

X | —o0 -1 () | +00
Yy - 0 + 0 - 0 +
.I.

y m\l/z\_1/+

Khang dinh nao dudi day sai?

o0

\_

CA) M(0;2) 1a diém cyc ti€u ciia d6 thi ham s6.

4 Bai giai

Vi diém M (0; 2) la diém cu’c dai
cua do thi ham so.



Cho ham s0 y = f(x) co do thi f'(x)

nhu hinh vé. Ham s6 y = f(x) c6 may diém cuc tri?

3. /

g J

4 Bai giai

Dua vao do thi cua ta f'(x) thay:

= f'(x) ddi dau tir &m sang duong khi x di qua diém x = —1.
»p f'(x) doi dau tir duong sang am khi x di qua diém x = 1.
f'(x) doi dau tir am sang duong khi x di qua diém x = 4.

vay ham sd y = f(x) c6 3 diém cu'c tri.




i) QUY TAC TIM CUC TRI.

Cho ham so y = f(x) co dao ham cap hai trong khoang (x, — h; xo + h),
vGi h > 0. Khi do:
a) Néu f'(xy) =0, f"(xy) > 0 thi x, la diém cu'c tieu cua ham sé.
b) Néu f'(x,) = 0, f"(x,) < 0 thi x, la diém cu'c dai cia ham so.

\_

N

QUY TACII

Budc 1: Tim tap xac dinh cua ham so.

Budc 2: Tinh f'(x). Giai phuong trinh f'(x) =0 va ki hiéu x;(i =1,2,...) la cac
nghiém cua phuong trinh.

Budc 3: Tinh f"(x) va f"(x;).

Bu'dc 4: Dua vao dau cta f”(x;) suy ra diém cu’c tri cuia ham sé.
N /




TOAN HOC

i) QUY TAC TIM CUC TRI.

M Dung quy tac 2 tim cuc tri cia ham sé y = 2x® + 3x% — 36x — 10

4 Bai giai

Tap xac dinh la: D = R.

Tacoy =6x*+6x—-36,y =0 [xx:__z?’.

et y'(—=3) =-30<0
Mat khac: y"'=12x+ 6 =>{ V(2 =30> 0
Vay:
> Ham s0 dat cuc dai tai x = —3, gia tri cuc dai cua hamsola y., = y(—3) = 71.

> Ham s dat cuc tiéu tai x = 2, gia tri cuc tiéu cta ham sé la y.; = y(2) = —54.



TOAN HOC

i) QUY TAC TIM CUC TRI.

w Dung quy tac 2 tim cuc tri cia ham s6 f(x) = x — sin 2 x + 2.

% Tap xac dinh la: D = R.

Taco: f'(x)=1—2cos2x.

f’(x)=0<:>c052x=%<:>x—

f'(x) =4sin2x

/[

-+ km) = 4sin(—7) = —2v/3 < 0 nén ham s6 dat cu'c dai

Vi f'(

(1
>

[ Y 4 m A? n
tai cac diem x = . - km, k
Va f"(Z + km) = 4sin(3) = 23 > 0 nén ham s dat cuc tiéu

- . YA T
tai cac diem x = € + ki, k € Z.
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i) QUY TAC TIM CUC TRI.

Dung quy tac 2 tim cac diém cuc tri cia ham so:

f(x) =sin*x++/3cosx + 1, v6i x € (0; ).

7 63 giai |

ap xac dinh: D = R nén ham so xac dinh véi vx € (0; )

Ta co: f'(x) = 2 sinxcos x — /3 sinx.

f"(x)=2cos2x—+3cosx

y[4

VGi x € (0; ) thi phuong trinh f'(x) =0 © 2sinxcosx —V3sinx=0 x = -
s oy T 1
V|f(g)=—5<0.

Vay ham sd dat cuc dai tai diém x = %.



f(x) =>x3 + mx? + (m — 4)x dat cucdai tali x = 1?

@ Tap xacdinh: D =R

Ta c6: f'(x) = x* + 2mx + (m? — 4); f"(x) = 2x + 2m.
ffA)=m?+2m-3; f'(1) =2+ 2m

— 2 _
Do la ham bac ba nén ham so dat cuc dai tai x = 1 {f (1) =0 {m tem-=3=0

[(1)<0 2m+2<0
m = 1 (loal)
< {4 |m = -3 (théa man) > m = 3.
m< —1

vay m = —3 thi ham s6 dat cuc dai tai diém x = 1.
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KIEM TRA BAI CU

Néu quy tac 1, quy tac 2 dé tim cu’c tri cia ham sé.

TOAN HOC

QUY TAC 1 >

Budc 1: | Tim tap xac dinh cia ham sé.

Budc 2: | Tinh f'(x). Tim cac diém tai doé

f'(x) = 0 hoac f'(x) khong xac
dinh.

Budc 3: | Lap bang bién thién.

Budc 4: | Tir bang bién thién suy ra cac

diém cuc tri.

~

QUY TAC 2

Budc 1: | Tim tap xac dinh ctia ham sé.

Budc 2: | Tinh f/(x). Giai phuong trinh

f'(x)=0 va ki hiéu x;(i=
1,2,...) la cac nghiém cua
phucong trinh.

Budc 3: | Tinh f”(x) va " (x,).

Budc 4: } Dua vao dau cua f"(x;) suy ra

diém cu'c tri cia ham sé.




TOAN HOC

Béi tap 1 ; ,
- Cau c), e) cua bai tap 1 trang 18 SGK: Ap dung Quy tac I, hay tim cac
diém cu’c tri cua ham so:

c)y=x+§ e)y=vVx2—x+1

2 Tap xac dinh 1a: D = R\{0}.

x%2-1
x2

Bang bién thién

Tacoy = 1y =0 x = +1.

x -0 -1 0 1 +0o0
Y’ . 0 — - 0 +

—2 +00 +00

1IN NP

—0C — 00 2

Vay:
> Ham so dat cu'c dai tai x = —1, gia tri cuc dai cuahamsola y., = y(—1) = —2.

> Ham s dat cuc tiéu tai x = 1, gia tri cuc tiéu cta ham sé la y.r = y(1) =2.



TOAN HOC

Béi tap 1 ; ,
- Cau c), e) cua bai tap 1 trang 18 SGK: Ap dung Quy tac I, hay tim cac
diém cu’c tri cua ham so:

c)y=x+§ e)y=vVx2—x+1

o
@ e) Tapxacdinhla:D=R,vi x>—x+1>0,VvxER.

x 1 'y’—0<:>x—1
2\/x2—x+1’ 2

Taco: y =

Bang biéen thien

Vay ham so dat cuc tiéu tai x = % ,gia tricuctieucuahamséla y. =y (—
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Bai tap 2
, Ciu b) cua bai tap 2 trang 18 SGK: Ap dung Quy tac II, hdy tim cac
diem cuc tri cua ham so6: y = sin2 x — x.

B3 Qia
A B9 ) Tap xée dinh 13: D - .

Tacé:y’=2c052x—1;y’:O<:>x—LZ - kmt, k € Z
y'"' = —45sin 2 x.
Viy”(§+kn)=—2x/§<0
= Ham sﬁ'datcgrcdaitaix=§+kn,ke Z,y(;f)z\/z§ : km, k € 7.

Viy”( :Ikn)=2\/§>0

(1)
>

= Ham s6 dat cuc ti€utaix = —_+ km k€ Z, yor = - —km, k.



TOAN HOC

Chirng minh rang véi moi gia tri cia tham s6 m, ham sé y = x> — mx? — 2x + 1
ludn cé 1 cuc dai va 1 cuc tiéu.

4 Bai giai

Tap xac dinh la: D = R.

J

Taco: y = 3x* —2mx — 2

Tathdyy =0 3x*-2mx—-2=0c0A4' =m?*+6>0,ymeR

nén phuong trinh y’ = 0 c6 hai nghiém phan biét va qua hai nghiém nay y’ doi
dau 2 Ian.

Vay ham so6 da cho ludn cé 1 cu'c dai va 1 cuc tiéu véi moi m.



TOAN HOC

Bai tap 4

“=1 toAN | THPT | PPT TIVI - DIEN PAN GIAO VIEN TOAN

Bai tap 6 trang 18 SGK:

c 2 .
Xac dinh gia tri cia tham s6 m dé ham s y = - :T:rl dat cu'c dai tai x = 2.
% Thir lai:
3 2 VGi m = —1 thi o X2 ’—O(:)x:O
Tap xac dinh la: D = R\{—-m). - Y = -z T x = 2
Bang biéen thien
T ro gy x%+2mx+m?%-1
aCo.y = (x+m)?2 r | —oc 0 1 2 +oo
Ham so da chocacdatcuctritaix =2|| . - —— 0 + :
—1 e
=y (2)=02*+2m.2+m*—-1=0 y
— —A0 — OO0 3

oem?+4m+3=0o |~ 1 . . . R |
m=—3 Tu BBT ta thay ham so dat cu’c tieu tai x = 2

nén m = —1 khong phai la gia tri can tim.
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TOAN HOC

Bai tap 4

Bai tap 6 trang 18 SGK:
Xac dinh gia tri cua tham s6 m dé ham sd y =
2 Bai giai

x2+mx+1

dat cu'c dai tai x = 2.

X+m Y

x%—6x+8 x = 2

Voim = -3 thiy = o3z Y =0 4

Tap xac dinh la: D = R\{—-m)]. Bang biéen thien
Ta o v/ = Frzmrm?=1 v | oo : 3 4 +oo
. y T (x_|_m)2 y.v - 0 _ — 0 +

. N , _ _ 1 + +oc

Ham so da cho cac dat cuc tri tail x = 2
Y
>y'2)=02+2m.2+m*—-1=0 -
om2+am+3 =0 |M="1 Tll.\l' BBT ta tha‘ny I_1,am_sc3\da|‘: cuc dai tai x = 2
m = —3 nén m = —3 la gia tri can tim.

Vay m = —3 la gia tri can tim.




Ham s6 y = 2x3 — x% + 5 c6 diém cu’c dai la:

I ¢

Tap xac dinh la: D = R.

x=0
Tacéy’=6x2—2x:>y’=0<:>6x2—2x=0<:>lle.
3

y" = 12x — 2.
Vi y"(0) = -2 < 0.

Vay ham so c6 diém cuc dai la x = 0.




TOAN HOC

M Cho ham so y = —x* + 2x% + 3. Ménh dé nao dudi day la ménh dé ding?

0 Ham sé c6 cucdaiva cuc tiéu. Ham s0 cO0 cuc daiva cuc tiéu.

Ham s6 kg co cuc dai va cé6 cuc tiéu. Hamsd c6 cucdaiva cuc tiéu.

% Tap xac dinh: D = R.

x=20
Taco:y =—-4x>+4x,y =0 —4x* +4x =0 |x = -1
Bang bién thién: x=1
X —o0 —1 0 1 +00
) + 0 - 0 + 0 -

N T

Vay ham s0 cé 2 cuc dai va 1 cu’c tiéu.



X —0 -1 3 +o
v 0 - 0
y //,r 4 0
—0 \\—"’ 2 /
. Ménh de nao dudi day dung? y

\0 Ham so dat cuc dai tai x = 3. \e Ham so dat cuc dai tai x = 4.

\ Ham so dat cu'c dai tai x = —1. \0 Ham so dat cu'c dai tai x = 2.



B Cho ham s6 y — x* — 2x? + 1 ¢6 d6 thi (C). Biét réng db thi (C) c6 ba

diém cu'c tri tao thanh ba dinh ciia mot tam giac, goi la 44BC. Tinh dién tich AABC.

' N\ = mE P =
\ \

Tacoy =4x° —4x;y =0

Tap xac dinh la: D = R.

x =0
x =11

Toa do cac diém cuc tri cua do thi ham sé la: 4(0;1), B(—1;0), C(1;0)

AB.AC =0

AB = —-1: -1 ;A_C>= 1:—-1) >
( ) S {AB=AC=\/§

Suy ra AABC vudng cén tai 4, do d6 5 = - AB.AC = 1.




-~ Ham da thirc y = f(x) c6 dao ham f'(x) = (x + 1)(2x — 1)*(2x* + x — 1).

Ham sd da cho c6 bao nhiéu diém cu’c tri?

MGM(_C_

Bai giai —
Taco: f'(x) =(x+1)2x — 1)2(2x + x — 1) =0= I x_ :

Bang bién thiéen:

Vay ham so c6 1 diém cu’c tri.
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:’:- Cho ham 56'y = x° — 3x* + mx — 1 v@i m la tham s6 thu'. Tim tat cé

cac gia tri cia tham s6 m dé ham so6 dat cuc tri tai hai diém x,, x, thoa x5 + x4 = 6.

6_9-(9-

%
| = N\ a I g Ia I

Tap xac dinh la: D = R.
Taco:y =3x*—6x+mco A =9 —3m.

Pé ham so6 dat cuc tri tai hai diém x,, x, thi phuong trinh y' = 0 c6 2 nghiém

phan biét, nghia la: {Z’,i% ©9-3m>0< m<3.
[ y [ y [ y S — xl -I_ xz — 2
Khi do theo dinh ly Vi-et, ta co: p— - m .
= X1X2 = 7

Taco:x{ +x;=65>-2P=694-2.--6=0

< m = —3 (nhan).
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“Aa% A
|/ CAU7 Tham s0 m thudc khoang nao dudi day dé do thi ham so |
y = x* — 2mx* + 2m + m* c6 cu'c dai, cuc ti€u ma cac diém cuc tri nay tao thanh

mot tam giac co dién tich bang 1?

Bai giai Tap xac dinh la: D = R,

Ta co: y' = 4x° — 4mx; y’=0<:>4x3—4mx=0<:>4x(x2—m)—O<:>[x _

Ham s0 co ba diém cu'c tri thi phuong trinh y' = 0 c6 ba nghiém phan biét & m > 0.
x=20
x = +/m’
D6 thi ham s6 c6 ba diém cuc tri: A(0; 2m + m*); B(—vVm; m* — m? + 2m),
C(vm; m* — m? + 2m)

Tam giéc ABC can tai A-Suy Ia SAABC — % ‘yA — yblBC — %‘—mz‘ 2\/% — mz\/m-

Khido:y =0¢<

Mét khac: SAABC =1 mzx/ﬁ =1 m=1.
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O i - .
N TOM TAT BAI HOC

\
Gia su ham so y = f(x) lién tuc trén khoang K = (x, — h; xo + h) va co dao

ham trén K hoac trén K\{x,}, v6i h > 0.

a) Néu f'(x) > 0 tren khoang (x, — h; xy) va f'(x) < 0 tren khoang (x,; x, + h) thi x,

la mot diém cu'c dai cua ham sd f(x).

b) Néu f’(X) < 0 trén khOéng (xO — h; xo) va f’(X) > (0 trén khOéng (XO; Xo T h) thi X0
la mot diém cuc tiéu ctia ham so f(x). )

\

Cho ham so0 y = f(x) co dao ham cap hai trong khoang (x, — h; x, + h),
vGi h > 0. Khi do: , ,
a) Néu f'(xy) =0, f"(x9) > 0 thi x, la diem cu'c tieu cua ham so.

b) Néu f'(xy) = 0, f"(xo) < 0 thi x, la diém cu'c dai cua ham sé.
g J
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N TOM TAT BAI HOC

QUY TAC TIM CUC TRI

CUAHAMSO  /
g QUY TAC 1 ) QUY TAC 2 >
H Budc 1: | Tim tap xac dinh cua ham sé. : Budc 1: | Tim tap xac dinh cia ham sé.
, e L, Budc 2: | Tinh f'(x). Giai phuong trinh
L Budc 2: | Tinh f/(x). Tim cac diém tai d6 | | c2: | f,' %) ’; E)x) vé' 'klp hiéugx_ (i =
/ ,'(xlz = 0 hoac f(x) khong xac 1,2,...) la cac ngh-iém lcila
dinh. phuong trinh.
Budc 3: | Lap bang bién thién. H Budc 3: | Tinh f”(x) va f"(x,).

L Budc 4: | Tir bang bién thién suy ra cac L Budc 4: | Dua vao déu cua f”(x;) suy ra
diém cuc tri. diém cuc tri cia ham sé.

N\ /) \ J




